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iZusammenfassungAnalytische Untersuchungvon Schedulingalgorithmenunter Echtzeitbedingungenvon Helmut ReinweinWir untersuchen das Echtzeitverhalten von Computersystemen im Rush-Hour-Case bei verschiedenen Schedulingalgorithmen (FCFS, pLCFS, nLCFS), wobeidas Hauptaugenmerk auf pLCFS gelegt wird. Man erkennt jedoch bald, da�pLCFS nur als Stellvertreter f�ur alle m�oglichen Schedulingalgorithmen (nicht nurf�ur die oben angef�uhrten) im Rush-Hour-Case fungiert und das Ergebnis daherf�ur alle solche gilt.Konkret wird die Zufallsvariable SRD(T ) untersucht, welche ein Ma� f�ur dieZeit ist, bis zu welcher das Computersystem ohne Verletzung einer vorgegebenenDeadline T der Task-Service-Time l�auft. Zu deren Berechnung wird ein Baum-Modell herangezogen.Es stellt sich heraus, da� f�ur alle Schedulingalgorithmen im Rush-Hour-Case| nicht nur f�ur die hier untersuchten, sondern tats�achlich f�ur alle m�oglichen! |bei wachsender Deadline T die mittlere SRD(T ) gegen einen gleichen, nur vonder Wahrscheinlichkeitsverteilung der ankommenden Tasks (genauer: der ankom-menden Cycles) abh�angenden Wert strebt, d. h., da� E[SRD(T )] �! 11�� � �1�P 0(�)(wenn T ! 1), wo P (x) die PGF eben dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung istund � ein Fixpunkt davon.Das Echtzeitverhalten des Schedulers im Rush-Hour-Case ist also bei gro�erDeadline T g�anzlich unabh�angig von der gew�ahlten Scheduling-Strategie!Schl�usselw�orter: Schedulingalgorithmen, FCFS, pLCFS, nLCFS, Echtzeit-verhalten, Rush-Hour-Case, Baum-Modell, wahrscheinlichkeitserzeugendeFunktionen (englisch: Probability Generating Function PGF), asymptoti-sches Verhalten, (Sub-)Busy-Period, Successful-Run.
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Kapitel 1EINLEITUNG1.1 ProblemstellungW�ahrend bei herk�ommlichen Computern (PCs, Server, etc.), welche im interak-tiven Modus oder auch im Batch-Betrieb verwendet werden, ein gutes Antwort-zeitverhalten erw�unscht und benutzerfreundlicher ist, gibt es sehr viele Computer-Anwendungen, wo es nicht nur erw�unscht, sondern unbedingt (oft sogar lebens-)notwendig und daher eine wesentliche Voraussetzung f�ur den funktionierendenAblauf ist, da� \das System" binnen k�urzester Zeit, genauer binnen einer ge-nau de�nierten maximalen Antwortzeit, auf Aktionen (Terminaleingabe, Eintrittin einen bestimmten Zustand, Auftreten eines bestimmten Ereignisses, etc.) rea-giert. Als Beispiel seien hier nur Proze�rechner fast jeder Art angef�uhrt, welchein der Industrie vielf�altig zur Anwendung kommen, sei es bei vollautomatischenFertigungsstra�en, in der Robotertechnik oder bei sonstigen zeitkritischen Pro-ze�abl�aufen.Computer oder Anwendungen, welche speziell f�ur solche Zwecke gebaut bzw.programmiert wurden, hei�en Echtzeitrechner bzw. Echtzeitanwendungen. Umdie Untersuchung des Antwortzeitverhaltens bei solchen Echtzeit-Aufgabenstel-lungen geht es im hier vorliegenden Papier.Konkret werden hier einige Aspekte des Echtzeitverhaltens eines Servers mitverschiedenen Schedulingalgorithmen untersucht, und zwar in erster Linie derMittelwert derjenigen Zeit, bis zu welcher die maximale Antwortzeit (die Task-Deadline) zum ersten Mal �uberschritten wird. Folgende Schedulingalgorithmenwerden hierbei n�aher behandelt: \First Come First Serve", \preemptive LastCome First Serve" und \nonpreemptive Last Come First Serve", jeweils im Rush-Hour-Case, d. h. bei hoher Task-Ankunftsrate (genauer: wenn die Ankunftsrategr�o�er ist als die Abarbeitungsrate; siehe dazu Kapitel 1.2), wof�ur respektive dieselbsterkl�arenden Abk�urzungen FCFSr, pLCFSr und nLCFSr verwendet werden.Als Untersuchungsmethode verwende ich hier jedoch nicht die eventuell nahe-liegende Queuing-Theorie, sondern die Methode unter Zuhilfenahme einer Baum-Modellierung, welche ja aus der Analyse von Datenstrukturen bekannt ist (siehe[10] und [11]) und welche sich auch bei �ahnlichen Untersuchungen (siehe [16], [3],



3[17], [2]) sehr bew�ahrt hat. Grundlagen �uber die hier verwendeten wahrschein-lichkeitserzeugende Funktionen (englisch: Probability Generating Function PGF)�ndet man auch in [10], w�ahrend verschiedene asymptotische Methoden recht gutin [1] beschrieben sind. Aussagen �uber die Grenzverteilung in Queueing-Systemenwerden in [5] getro�en.1.2 Begri�sbestimmungenWir betrachten ein idealisiertes, vereinfachtes Computersystem bestehend auseinem Task-Scheduler, einer (potentiell unendlich gro�en) Task-List und einemServer, welcher den aktuell ausgew�ahlten Task bearbeitet. Neu beim Computer-system ankommende Tasks werden vom Scheduler gem�a� der Scheduling-Strategiein die Task-List eingef�ugt, w�ahrend der Server immer den Task am anderen En-de der Task-List bearbeitet. Je nach Scheduling-Strategie gen�ugt es, die neuenTasks der Reihe nach vorne in der Task-List anzuf�ugen (FCFS) oder der Sche-duler mu� auch (bei pLCFS und nLCFS) die Tasks innerhalb der Task-List neuanordnen, soda� eben am Ende der Task-List genau der Task steht, welcher vomServer im n�achsten Schritt bearbeitet werden soll. Sollte die Task-List leer wer-den, so generiert der Scheduler einen Dummy-Task, welcher sodann auch vomServer abgearbeitet wird, d. h. es wird dann eben nichts getan.Vorweg sei noch erw�ahnt, da� gerade in einem Fachgebiet wie der Computer-technologie die englische Sprache doch sehr dominierend ist und daher auch vieleFachausdr�ucke entweder ohnehin auf englisch allgemein verst�andlich sind odersie eingedeutscht zumindest ungew�ohnlich, wenn nicht sogar verwirrend klingen.Daher wird bei der folgenden Begri�sbestimmung und im ganzen vorliegendenPapier gro�teils der englische Fachausdruck beibehalten und nur in der Hinsichtabge�andert, da� er bei hauptw�ortlichem Gebrauch mit gro�em Anfangsbuchsta-ben geschrieben wird bzw. da� ein Fachausdruck, der aus mehreren englischenW�ortern besteht, durch das Verbinden dieser W�orter jeweils mit einem Binde-strich (\-") zu einem einzigen verst�andlichen Fachausdruck zusammengezogenwird.Im Folgenden werden die Grundlagen und in diesem Zusammenhang immerwieder auftretende Begri�e erkl�art:Cycle: Das Neu-Anordnen der Task-List durch den Scheduler m�oge in unseremModell immer zu genau de�nierten, diskreten Zeitpunkten erfolgen, welcheimmer eine konstante Zeitdauer voneinander entfernt sind. Ein Cycle sei nun



4genau diese konstante Zeitdauer zwischen zwei dieser diskreten Zeitpunkte.Dem zu Folge k�onnen wir nun auch jeden Task in seine kleinsten unteilbaren(=atomaren) Einheiten mit der Dauer von je genau einem Cycle aufteilen.Dummy-Task: Ist ein vom Scheduler generierter Task der L�ange eines Cycle,welcher genau dann generiert wird, wenn die Task-List leer wird.idle: Das System ist im Zustand idle, wenn der Server einen Dummy-Task be-arbeitet, d. h. also, wenn es sonst nichts zu tun gibt.busy: Ansonsten ist das System im Zustand busy, wenn also der Server einen\echten" Task (und keinen Dummy-Task) bearbeitet.Task-Execution-Time (= Task-L�ange): Ist die Anzahl von Cycles, welchef�ur die vollst�andige Bearbeitung des Tasks ben�otigt werden, wenn sich derServer von Anfang bis zum Schlu� des Tasks exklusiv um diesen Taskk�ummert. Sie ist daher sozusagen die L�ange des Tasks, gemessen in Cy-cles.Task-Service-Time: Ist die Anzahl von Cycles vom Eintre�en des Tasks beimComputersystem (genauer: vom Ende des Cycles an, in welchem der Taskeintri�t, gemessen) bis zum Abarbeiten des letzten Cycle des Tasks (biszum Ende dieses letzten Cycle). Die Wartezeit, bis der Task bearbeitetwird, und eventuell anfallende Unterbrechungen seiner Bearbeitung durchandere, h�oherpriore Tasks auf Grund der Scheduling-Strategie werden beider Task-Service-Time mitgez�ahlt und sind daher ein Teil dieser.Daraus folgt unmittelbar: Task-Execution-Time � Task-Service-Time, wo-bei \=" nur f�ur den Fall zutri�t, da� der Task unmittelbar nach seinerAnkunft sofort in einem Zug bearbeitet wird (also nicht zu warten brauchtund auch nicht mehr unterbrochen wird).Deadline T der Task-Service-Time: Wie bereits im Kapitel 1.1 erw�ahnt,befassen wir uns hier mit Echtzeitanwendungen, d. h., da� es f�ur jeden Taskeine genau de�nierte maximale Antwortzeit gibt, binnen welcher der Taskfertig bearbeitet sein mu�. Die Deadline T der Task-Service-Time ist genaudiese maximale Antwortzeit. Sie ist in unserem Modell f�ur alle Tasks gleich.Sie beginnt mit dem Eintre�en des Tasks beim Computersystem zu laufen.Deadline-Violation: Eine Deadline-Violation (durch einen Task) tritt also ge-nau dann auf, wenn die Task-Service-Time eines Tasks die Deadline T �uber-



5schreitet, wenn also vom Eintre�en des Tasks beim Computersystem bis zurvollst�andigen Abarbeitung des Tasks mehr Zeit verstreicht als die DeadlineT erlaubt.Idle-Period: Ist die ununterbrochene Zeit, w�ahrend welcher das System imZustand idle ist.Busy-Period (BP): Ist die ununterbrochene Zeit, w�ahrend welcher das Systemim Zustand busy ist. O�ensichtlich besteht also die Zeitachse aus einerAbfolge von Idle-Periods und Busy-Periods.Eine BP beginnt genau einen Cycle vor dem Cycle, in welchem der erste Cy-cle des ersten (dieser Busy-Period) zu bearbeitenden Tasks bearbeitet wird(d. h. sie beginnt am Beginn des Idle-Cycle, w�ahrend dessen ein oder mehre-re Tasks beim Computersystem eintre�en), und reicht genau bis zum Endedes letzten Busy-Cycle in ununterbrochener Folge, auf welchen mindestensein Idle-Cycle folgen mu�, n�amlich der Beginn der folgenden Idle-Period(wenn es nur genau ein Idle-Cycle ist, welchem gleich wieder Busy-Cyclesfolgen, so ist dieser eine Idle-Cycle allerdings der Beginn einer neuen BP).Wir nehmen also (aus Gr�unden der besseren Modellierung und Berechnung)am Beginn der BP auch diesen ersten Idle-Cycle hinzu.Sub-Busy-Period (SBP): Eine SBP ist zur G�anze ein Teil einer BP, d. h. sieliegt komplett in einer BP.Sie beginnt entweder genau am Beginn der BP (wenn sie die erste SBP derBP ist) oder genau am Ende der unmittelbar vorhergehenden SBP. Sie endetgenau dann, wenn sich bis auf den soeben bearbeiteten Task kein weiterermehr in der Task-List be�ndet und von diesem einen Task gerade der letzteCycle bearbeitet wird (und zwar endet sie am Beginn dieses letzten Busy-Cycle, er selbst wird nicht mehr zur SBP hinzugez�ahlt).Sollten w�ahrend dieses letzten Cycle (welcher ja nicht mehr zu dieser SBPgeh�ort) neue Tasks (einer oder beliebig viele) eintre�en, so wird (gem�a�obiger Regel f�ur das Ende der SBP) die aktuelle SBP dennoch beendetund eine neue beginnt (und zwar bereits am Beginn dieses letzten Cycledes zuletzt bearbeiteten Tasks der soeben beendeten SBP). Die BP selbsterf�ahrt hingegen dadurch keine Beeintr�achtigung, sie geht weiter bis derServer in den Zustand idle f�allt (siehe Erkl�arung der BP) und umfa�t damitzumindest diese beiden SBP.



6Eine BP besteht daher also entweder aus genau einer SBP + dem letzten,nicht mehr zur SBP z�ahlenden Busy-Cycle oder aus mehreren, unmittelbaraufeinander folgenden SBP + dem letzten, nicht mehr zur SBP z�ahlendenBusy-Cycle.Der Grund f�ur die Einf�uhrung der SBP ist, da� man dadurch die Aufgaben-stellung noch besser modellieren kann, weil n�amlich eine Deadline-Violationnur innerhalb einer SBP auftreten kann, da ja unmittelbar nach dem En-de der SBP soeben der letzte Cycle des letzten Tasks der SBP abgearbeitetwird. Tre�en w�ahrend dieses letzten Cycle des letzten, innerhalb dieser SBPbearbeiteten Tasks wieder weitere Tasks ein, so beginnt mit diesen ja be-reits eine neue SBP, wodurch sich die �Uberwachung der Deadline-Violationabermals auf eine (diese neue) SBP beschr�ankt und nicht auf die ganze BP.Run: Eine Folge von BP (beginnend beim Start des Computersystems), welchedie Deadline T der Task-Service-Time nicht verletzen und auf welche eineBP folgt, welche die Deadline T verletzt (durch eine oder mehrere Deadline-Violations), ist ein Run.Successful-Run: Wie Run, jedoch ohne die letzte BP, in welcher die Deadline-Violation passiert.BPD: Die Busy-Period-Duration ist genau die Dauer einer BP, gemessen in Cy-cles. Die BPD ist unabh�angig von der Deadline T und auch von derScheduling-Strategie, wie wir sp�ater sehen werden. Sie ergibt sich ledig-lich aus der Ankunftsrate der Tasks und aus deren Task-Service-Time. Siegibt daher Auskunft �uber den \Ladezustand" der Task-List und daher auchdes ganzen Computersystems.SBPD: Die Sub-Busy-Period-Duration ist genau die Dauer einer SBP, gemessenin Cycles. Die SBPD ist genauso wie die BPD unabh�angig von der DeadlineT und auch von der Scheduling-Strategie. Weiters gelten auch alle sonstigenEigenschaften der BPD f�ur die SBPD.TTE(T ): Die Time-To-Exceed ist die Zeitdauer vom ersten Idle-Cycle bis zumBeginn desjenigen Cycle, in welchem die erste Deadline-Violation statt�n-det, wo also zum ersten Mal die Deadline T der Task-Service-Time verletztwird. Damit ist die TTE(T ) also genau die Zeit vom Start des Computersy-stems bis zum ersten \schweren Fehler", wo die vorgeschriebene maximaleAntwortzeit nicht mehr eingehalten wird.



7SRD(T ): Die Successful-Run-Duration ist genau die Dauer eines Successful-Run,gemessen in Cycles.Da ja ein Successful-Run die BP, bei welcher die Deadline-Violation pas-siert, nicht mehr enth�alt, w�ahrend die TTE(T ) ihr Ende in der BP hat,in der die Deadline verletzt wird (n�amlich genau am Beginn des Cycle,in dem die Deadline verletzt wird), gilt o�ensichtlich folgende Beziehung:SRD(T ) < TTE(T ). In diesem Papier werden wir uns auf die Untersuchungder SRD(T ) beschr�anken.Regular-Case: Ist dann der Fall, wenn die Task-Ankunftsrate gering ist, ge-nauer wenn die Cycle-Ankunftsrate kleiner ist als die Cycle-Abarbeitungs-rate. Siehe dazu Kapitel 2.3. Zu diesem Fall gibt es bereits einige Abhand-lungen, siehe z. B. [16], [3] und [17].Balanced-Case: Ist dann der Fall, wenn die Task-Ankunftsrate mittel ist, ge-nauer wenn die Cycle-Ankunftsrate gleich ist mit der Cycle-Abarbeitungs-rate. Siehe dazu Kapitel 2.3.Rush-Hour-Case: (auch: Rush-Hour-Condition) Ist dann der Fall, wenn dieTask-Ankunftsrate hoch ist, genauer wenn die Cycle-Ankunftsrate gr�o�erist als die Cycle-Abarbeitungsrate. Siehe dazu Kapitel 2.3.FCFS, FCFSr: FCFS (First Come First Serve) ist eine Scheduling-Strategienach dem Motto \wer zuerst kommt, mahlt zuerst". Die neu ankommendenTasks werden in der Reihenfolge ihrer Ankunft auf der einen Seite in dieTask-List eingetragen und auf der anderen Seite in der gleichen Reihenfolgevom Server bearbeitet.Das angef�ugte `r' bedeutet, da� es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.pLCFS, pLCFSr: Diese Scheduling-Strategie pLCFS (preemptive Last ComeFirst Serve) arbeitet ganz strikt nach dem Motto \die Letzten werden dieErsten sein", d. h., da� Tasks, die zuletzt eintre�en, sofort | also sogardurch Unterbrechung des momentan bearbeiteten Tasks | im n�achsten Cy-cle vom Server bearbeitet werden. Der hierdurch unterbrochene Task wirddanach fortgesetzt. Diese Strategie wird strikt angewendet, womit unterUmst�anden (bei immer wieder neuem Eintre�en weiterer Tasks) immer wie-der der soeben eingetro�ene Task den soeben laufenden unterbricht, aberseinerseits nach nur kurzer Bearbeitungsdauer selbst unterbrochen wird,



8weil bereits wieder ein neuer Task eintri�t, welcher nat�urlich seinerseits dennun laufenden unterbricht.Wenn also genau ein Task eintri�t, startet seine Bearbeitung im n�achstenCycle, wenn mehrere Tasks w�ahrend eines Cycle eintre�en, wird einer vondiesen im n�achsten Cycle zu bearbeiten begonnen, die anderen kommenunmittelbar danach der Reihe nach dran. Da ja solche w�ahrend eines Cy-cle eintre�enden Tasks erst am Ende des Cycle als eingetro�en erkanntwerden, sind sie aus Sicht des Schedulers alle gleichzeitig eingetro�en. Inwelcher Reihenfolge diese Tasks daher bearbeitet werden, hat nichts mit derScheduling-Strategie selbst zu tun, sondern kann unabh�angig davon gew�ahltwerden. Vereinbaren wir also, da� in diesem Falle die Tasks einfach mit auf-steigender Numerierung bearbeitet werden. Siehe dazu auch Abbildung 1.2.Das angef�ugte `r' bedeutet, da� es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.nLCFS, nLCFSr: Die Scheduling-Strategie nLCFS (nonpreemptive Last ComeFirst Serve) arbeitet ebenso wie pLCFS nach dem Motto \die Letzten wer-den die Ersten sein", aber nicht ganz so strikt, d. h., da� Tasks, die zuletzteintre�en, bei der n�achsten Gelegenheit abgearbeitet werden, ohne jedochden derzeit in Arbeit be�ndlichen Task zu unterbrechen.Wenn also genau ein Task w�ahrend der Bearbeitung eines Tasks eintri�t,startet seine Bearbeitung unmittelbar nach dem letzten Cycle des derzeitbearbeiteten Tasks. Tre�en mehrere Tasks w�ahrend der Bearbeitung einesTasks ein, so wird der derzeit bearbeitete nat�urlich fertig bearbeitet und da-nach der zuletzt eingetroffene gestartet; wenn dieser fertig ist, der vorletzteTask und so weiter.Wenn w�ahrend eines Cycle mehrere Tasks eintre�en, so gelten diese alsgleichzeitig eingetro�en (siehe Beschreibung von pLCFS/pLCFSr) und esgilt bez�uglich der Bearbeitungsreihenfolge dieser Tasks dasselbe wie beipLCFS/pLCFSr. Siehe dazu auch Abbildung 1.3.Das angef�ugte `r' bedeutet, da� es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.Die Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 veranschaulichen die soeben erw�ahnten Be-gri�e und zeigen auch die Unterschiede auf, wie die Tasks, abh�angig von der je-weiligen Scheduling-Strategie, abgearbeitet werden. Hier eine Erl�auterung dieserAbbildungen:



9Die Abszisse gibt das Fortschreiten der Zeit (Einheit: 1 Cycle) an, auf derOrdinate wird die in der Task-List be�ndliche Anzahl von Tasks (inklusive demgerade bearbeiteten) aufgetragen. Unter der Abszisse sind die Ank�unfte der Tasksmittels kleiner Pfeilchen in ihrer zeitlichen Reihenfolge markiert. Um den Unter-schied der Scheduling-Strategien leicht zu erkennen, wurden bei allen drei Bei-spielen die Task-Ank�unfte gleich gew�ahlt. �Uber den waagrechten Linien in derAbbildung steht immer der Task, welcher gerade bearbeitet wird. Die L�ange derwaagrechten Linie gibt die Zeit an, wie lange der Task (oder ein Teil davon) vomServer bearbeitet wird, die Summe dieser L�angen pro Task ergibt genau dessenTask-Execution-Time. Die Task-Execution-Time der Tasks ist hier sehr kleingew�ahlt, um gen�ugend Information in der Abbildung unterzubringen, und nursymbolisch zu verstehen.Man beachte insbesondere den senkrechten Strich in der Abbildung 1.1 zwi-schen dem Task T1 und dem Task T2 bzw. zwischen T8 und T9, in der Abbil-dung 1.2 zwischen den Tasks T7 und T9 und in der Abbildung 1.3 zwischen T1und T4 bzw. T7 und T9: Dieser macht deutlich, da� sich soeben ein Task beendethat und w�ahrend des letzten Cycle dieses Tasks ein (oder mehrere) neuer Taskeingetro�en ist. Reicht dieser senkrechte Strich in der Abbildung bis zur Abszissehinunter (in der Abbildung 1.1 zwischen T8 und T9, in der Abbildung 1.2 zwischenden Tasks T7 und T9 und in der Abbildung 1.3 zwischen T7 und T9), so ergibtsich dadurch das Ende einer SBP | genauer: die SBP endet per de�nitionem amBeginn dieses letzten Cycle, die neue SBP beginnt eben dort.Weiters sieht man in den Abbildungen auch die bei der Begri�sbestimmung f�urpLCFS und nLCFS erw�ahnte Bearbeitungsreihenfolge von Tasks, welche w�ahrendeines Cycle eintre�en, sehr sch�on, n�amlich da� sie, weil sie ja ohnehin als gleich-zeitig eingetro�en gelten, einfach aufsteigend numeriert bearbeitet werden.In den Abbildungen sind auch jeweils die BP und SBP eingezeichnet. Auchhier wird deutlich, da� die BP und SBP unabh�angig von der Scheduling-Strategiesind (was man sp�ater bei der Berechnung noch eindeutig erkennen wird), weil sief�ur alle drei Abbildungen jeweils gleich sind mit jeder der anderen Abbildungen, sieh�angen hingegen nur von der Anzahl der Cycles ab, die in einem gewissen Intervalleintre�en, mit anderen Worten von der Cycle-Ankunftsrate. Die \Gebirge" (d. h.die jeweiligen Graphen) sind nat�urlich unterschiedlich, weil sie im Unterschieddazu die Scheduling-Strategie widerspiegeln.Nehmen wir beispielhaft eine Task-Service-Time Deadline T von 7 Cycles an,so ergeben sich die in den Abbildungen gezeigten Deadline-Violations, SRD(T )



10und TTE(T ).6
-

Anz. d. Tasksin Task-List
Zeit (inCycles)6T1 66T2;3 6T4 66T5;6;76 6T8 66T9;10� SBP - � SBP -� SBP -� BP - � BP -

T1 T1 T2 T3T4 T5 T5T6 T7 T8 T9 T10 ?keineDeadline-Violation
� SRD(T ) - -� TTE(T ) - -Abbildung 1.1: FCFS: Tasks in der Task-List
6

-
Anz. d. Tasksin Task-List

Zeit (inCycles)6T1 66T2;3 6T4 66T5;6;76 6T8 66T9;10� SBP - � SBP -� SBP -� BP - � BP -
T1 T2 T4T2T3 T1 T5 T8 T5T6 T7 T9 T10?Deadline-Violationbei T1 ?Deadline-Violationbei T7

�SRD(T )-� TTE(T ) -Abbildung 1.2: pLCFS: Tasks in der Task-List
Weiters m�ochte ich an dieser Stelle die folgenden bekannten Notationen noch-mals in Erinnerung rufen, welche wir bei den Berechnungen in diesem Papier des



116
-

Anz. d. Tasksin Task-List
Zeit (inCycles)6T1 66T2;3 6T4 66T5;6;76 6T8 66T9;10� SBP - � SBP -� SBP -� BP - � BP -

T1 T1 T4 T2 T3 T5 T5 T8 T6 T7 T9 T10?Deadline-Violationbei T7
� SRD(T ) -� TTE(T ) -Abbildung 1.3: nLCFS: Tasks in der Task-List�ofteren verwenden werden:f(x) = O(g(x)) f�ur x! x0 , wenn jf(x)j=jg(x)j � C f�ur eine reel-le Konstante C > 0 unabh�angigvon x, 8x in einer passendenUmgebung um x0;f(x) = o(g(x)) f�ur x! x0 , wenn limx!x0 f(x)=g(x) = 0;f(x) � g(x) f�ur x! x0 , wenn limx!x0 f(x)=g(x) = 1;[zn]f(z) : : : ist der n-te Koe�zient in derformalen Potenzreihe f(z).Diese Notationen sind auch g�ultig f�ur x0 !1, d. h. f�ur x!1.1.3 VorschauVorweg sei hier ein kurzer �Uberblick �uber den Aufbau dieses hier vorliegendenPapiers gegeben:Im Kapitel 1 werden die Aufgabe dargestellt und die verwendeten Begri�eerkl�art. Im Kapitel 2 werden die ben�otigten Grundlagen der Statistik zusam-mengefa�t und wird konkret auf den Rush-Hour-Case und dessen Eigenschafteneingegangen.Im Kapitel 3 wird erstmals das Baum-Modell, welches ja die Grundlage desL�osungsweges bildet, genau vorgestellt, w�ahrend in den folgenden Kapiteln 4 und5 die BPD und die SBPD genau untersucht werden.



12Sodann widmet sich das Kapitel 6 genauer der BPD und der SBPD unterBer�ucksichtigung der Deadline T und geht auch auf diverse Grenzwerte genauerein.Das Kapitel 7 liefert die gesuchten Ergebnisse bez�uglich der SRD(T ), w�ahrendim abschlie�enden Kapitel 8 noch ein Beispiel und diverse Schlu�bemerkungenfolgen.
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Kapitel 2WAHRSCHEINLICHKEITS-MODELLNach den Vorbetrachtungen im Kapitel 1 werde ich im hiesigen Kapitel dasWahrscheinlichkeits-Modell f�ur die sp�ateren Berechnungen aufstellen.2.1 Grundz�uge der WahrscheinlichkeitstheorieDa in diesem Papier im Ende�ekt Aussagen �uber die Momente von Zufallsva-riablen (Mittelwert, Varianz) gemacht werden sollen, seien an dieser Stelle diedaf�ur notwendigen Grundz�uge erl�autert | allerdings ohne genauer darauf einzu-gehen. �Uber diese Erl�auterungen hinaus- und tiefergehende Abhandlungen �uberdie Wahrscheinlichkeitstheorie m�oge man bitte in der entsprechenden Literaturnachlesen.Zufallsvariable: Eine Zufallsvariable X ist ein Ereignis, welches verschiede-ne Merkmale (oder Werte) annehmen kann. Gibt es h�ochstens abz�ahlbarviele Merkmale f�ur X, so spricht man von einer diskreten Zufallsvariablen,ansonsten von einer kontinuierlichen.Betrachtet man z.B. die Anzahl der Task-Ank�unfte pro Cycle, die Task-L�ange (= Task-Execution-Time) oder die Anzahl von Cycle-Ank�unften proCycle, so sind dies typische Vertreter von diskreten Zufallsvariablen. ImFolgenden werden wir uns daher auch nur solchen widmen.Wahrscheinlichkeitsverteilung: Je nachdem, wie und wo die Zufallsvaria-ble ihre Werte annimmt, kann man sie in verschiedene Kategorien eintei-len, d. h. sie folgt einer gewissen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Diskre-te Verteilungen (also solche von diskreten Zufallsvariablen) sind z. B. dieAlternativ-Verteilung, die Binomial-Verteilung, die Hypergeometrische-Ver-teilung, die Geometrische-Verteilung oder die Poisson-Verteilung, kontinu-ierliche Verteilungen (also solche von kontinuierlichen Zufallsvariablen) sindz. B. die Exponential-Verteilung, die Gamma-Verteilung, die Chi-Quadrat-Verteilung oder die (Gau�'sche-)Normal-Verteilung.



15Als eine m�ogliche und gut passende Wahrscheinlichkeitsverteilung f�ur dieTask-Ank�unfte und die Task-Execution-Time kann man z.B. die Poisson-Verteilung annehmen.Die Verteilung wird entweder in Form der Dichtefunktion (f(X) =WfX =xg) oder in Form der Verteilungsfunktion (F (X) =WfX � xg) angegeben,wobei hier WfEreignisg die Wahrscheinlichkeit, da� `Ereignis' eintri�t, be-deutet.Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion (PGF): (englisch: Probabili-ty Generating Function) Die PGF P (z) einer Zufallsvariable wird de�niertdurch P (z) = p0 + p1z + p2z2 + p3z3 + � � � == Xk�0 pkzk; (2.1)wobei pi die Wahrscheinlichkeit ist, da� die Zufallsvariable den Wert i an-nimmt.Selbstredend ist die Summe aller m�oglichen Wahrscheinlichkeiten f�ur eineZufallsvariable gleich mit der Wahrscheinlichkeit \sicher".Wenn die Zufallsvariable nur die endlichen Werte 0, 1, 2, 3, . . . annehmenkann (oder exakter: Wenn es eine Abbildung der Werte der Zufallsvariablenauf den Zahlenbereich jN0 gibt), dann gilt somitP (1) = p0 + p1 + p2 + p3 + � � � == Xk�0 pk = 1: (2.2)Dies entspricht also der Wahrscheinlichkeit, da� die Zufallsvariable endlicheWerte annimmt.Kann hingegen die Zufallsvariable auch noch andere Werte annehmen, wiez. B. im konkreten Fall des Rush-Hour-Case, bei dem z.B. die BPD auchunendlich lang sein kann, so mu� man obige Gleichung 2.2 folgenderma�enexakter formulieren: P (1) = Xk�0 pk � 1;oder auch: P (1) = Xk�0 pk = 1� p1; (2.3)



16wobei p1 die Wahrscheinlichkeit ist, da� die Zufallsvariable den Wert \1"annimmt (und 0 � p1 � 1 gilt), d. h. da� sie nicht endlich ist. Achtung: p1ist jedenfalls nicht der limk!1 pk, sondern eben ein Symbol mit der soebengenannten Bedeutung. Demzufolge entspricht P (1) der Wahrscheinlichkeit,da� die Zufallsvariable endliche Werte annimmt.Die PGF wird oft verwendet, um Aussagen �uber eine Zufallsvariable zutre�en, deren Einzelwahrscheinlichkeiten nicht bekannt oder nicht exaktbestimmbar sind | speziell im hier vorliegenden Dokument wird sie einwesentliches Element des Problem-L�osungsweges sein.Mittelwert: Der Mittelwert � oder auch Erwartungswert E[X] der Zufallsva-riablen X ist de�niert durchE[X] = � = P 0(1) = [P 0(z)]z=1 == 24Xk�1 kpkzk�135z=1 == Xk�0 kpk: (2.4)Varianz: Die Varianz Var [X] der Zufallsvariablen X ist die mittlere quadrati-sche Abweichung der Zufallsvariablen vom Mittelwert �, alsoVar [X] = E[(X � �)2] = E[X2 � 2X�+ �2] == E[X2]� 2E[X]�+ �2 = E[X2]� 2��+ �2 == E[X2]� �2 = E[X2]� (E[X])2: (2.5)Andererseits ist P 00(1) = [P 00(z)]z=1 == 24Xk�2 k(k � 1)pkzk�235z=1 == Xk�0 k(k � 1)pk == Xk�0 k2pk �Xk�0 kpk == E[X2]� � = E[X2]� E[X]:Daraus ergibt sich folgende Beziehung zwischen der Varianz und den Ablei-tungen der PGF: Var [X] = E[X2]� �2 =



17= (P 00(1) + �)� �2 == P 00(1) + P 0(1)� (P 0(1))2: (2.6)Momente: Das n-te Moment der Zufallsvariablen X ist der Mittelwert von Xn,d. h. also n-tes Moment = E[Xn] = Xk�0 knpk:z. B. ist der Mittelwert von X das 1. Moment (= E[X]), die Varianz isteine Kombination aus 1. und 2. Moment (= E[X2] � (E[X])2, siehe auchGleichung 2.5).2.2 De�nitionen: A(z), L(z), P (z)Wir nehmen an, da� die Anzahl der Task-Ank�unfte innerhalb eines Cycle einerbeliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung folgt, jedenfalls unabh�angig von der An-zahl der Task-Ank�unfte im vorherigen oder im folgenden Cycle. Ebenso soll dieAnzahl von Cycles pro Task (also die Task-Execution-Time) unabh�angig davoneiner beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung folgen. Wollen wir nun die PGFeiniger notwendiger Gr�o�en n�aher betrachten:2.2.1 Anzahl der Task-Ank�unfte w�ahrend eines Cycle: A(z)SeiA(z) . . . die PGF der Task-Ank�unfte w�ahrend eines Cycle,ak . . . die Wahrscheinlichkeit, da� w�ahrend eines Cycle k Tasks eintre�en,dann ist A(z) = Xk�0 akzk: (2.7)Aussagen �uber A(z):Wir tre�en folgende Annahme: a0 = A(0) > 0;d. h. also, da� die Wahrscheinlichkeit, da� kein Task w�ahrend eines Cycle eintri�t,> 0 ist, oder mit anderen Worten, da� es Cycles geben kann, w�ahrend derer keinTask eintri�t.



182.2.2 Task-Execution-Time (= Task-L�ange): L(z)SeiL(z) . . . die PGF der Task-L�ange eines Tasks,lk . . . die Wahrscheinlichkeit, da� die Task-L�ange (die Task-Execution-Time) kCycles betr�agt,dann ist L(z) = Xk�0 lkzk: (2.8)Aussagen �uber L(z):Wir tre�en folgende Annahme (o. B. d.A.):l0 = L(0) = 0;d. h. also, da� die Wahrscheinlichkeit, da� ein Task die L�ange 0 habe, gleich 0 sei,oder mit anderen Worten, da� jeder Task mindestens die L�ange 1 habe | wasja keine Einschr�ankung ist, sondern unserem bis dato aufgestellten Modell vollentspricht.2.2.3 Anzahl der Cycle-Ank�unfte w�ahrend eines Cycle: P (z)SeiP (z) . . . die PGF der Cycle-Ank�unfte w�ahrend eines Cycle,pk . . . die Wahrscheinlichkeit, da� w�ahrend eines Cycle k neue Cycles eintre�en,dann ist P (z) = Xk�0 pkzk: (2.9)2.3 Aussagen �uber P (z)Nun wollen wir uns genauer der PGF der Cycle-Ank�unfte widmen, um dadurchdie Grundlagen f�ur die sp�ateren Berechnungen zu legen.



192.3.1 Herleitung von P (z) aus A(z) und L(z)W�ahrend eines Cycles tre�en k neue Cycles genau dann ein, wenn entweder genauein Task mit k Cycles eintri�t, oder zwei Tasks, deren Summe der Task-L�angenk Cycles betr�agt, oder allgemeiner wenn i Tasks eintre�en mit einer Summe derTask-L�angen von k. Daher ergibt sich daraus f�ur die entsprechenden Wahrschein-lichkeiten folgender Zusammenhang (f�ur k � 1):pk = a1 � lk ++ a2 � Xk1+k2=k lk1lk2 ++ � � �++ ai � XPkj=k iYj=1 lkj ++ � � � == Xi�10B@ai � XPkj=k iYj=1 lkj1CA == [zk]A(L(z)):Zusammen mit der Erkenntnis, da� p0 = a0 (womit der Fall k = 0 auch abgedecktist), weil ja 0 neue Cycles nur genau dann eintre�en k�onnen, wenn auch kein Taskeintri�t, ergibt dies zusammenfassend:P (z) = A(L(z)): (2.10)2.3.2 Weitere Aussagen �uber P (z) im Rush-Hour-CaseWeiters gelten noch folgende o�ensichtliche Aussagen bzw. werden f�ur den Rush-Hour-Case folgende Annahmen getro�en:P (0) = p0 = A(L(0)) = A(0) = a0 > 0 (2.11)P (1) = Xk�0 pk = 1 (2.12)P 0(1) = Xk�0 pkk > 1 (2.13)P 00(z) 6� 0 (2.14)RP > 1 (RP . . . Konvergenzradius von P (z)): (2.15)Gleichung 2.11 ist keine weitere Einschr�ankung sondern eine Folge der Glei-chungen 2.9 und 2.10 zusammen mit Gleichung 2.7 und Gleichung 2.8 und derenjeweiliger Annahme bez�uglich a0 bzw. l0.



20Gleichung 2.12 bedeutet, da� o.B. d.A. angenommen wird, da� nur endlichviele Cycles w�ahrend eines Cycles eintre�en k�onnen, weil ja nur dies sinnvollist und zu sinnvollen Ergebnissen f�uhrt. Siehe dazu einerseits die De�nition vonP (z) in Gleichung 2.9 und andererseits die Erkl�arungen bez�uglich der Wahrschein-lichkeit von nicht endlichen Werten von Zufallsvariablen im Kapitel 2.1 bei denGleichungen 2.1 bis 2.3.Gleichung 2.13 bedeutet, da� die mittlere Cycle-Ankunftsrate (= P 0(1)) gr�o�ersei als die mittlere Abarbeitungsrate (= 1, weil ja genau ein Cycle pro Cycle ab-gearbeitet wird), d. h. eben exakt, da� es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.Bemerkung: Wenn P 0(1) < 1 ist dies der Regular-Case, wenn P 0(1) = 1 ist diesder Balanced-Case.Gleichung 2.14 bedeutet, da� der triviale Fall P 00(z) � 0, also P (z) = p0 +(1� p0) � z (d. h. p1 = 1� p0, p2 = p3 = � � � = 0), im Rush-Hour-Case (und auchim Balanced-Case) gar nicht m�oglich ist, weil hierbei ja ansonsten P 0(z) = 1� p0w�are, was im Zusammenwirken mit Gleichung 2.11 hie�e, da� P 0(z) und damitauch P 0(1) < 1 sein m�u�te, was ja ein Widerspruch zu Gleichung 2.13 w�are.Gleichung 2.15 fordert, da� der Konvergenzradius von P (z) gro� genug sei,um unsere Berechnungen zu unterst�utzen.Satz 1 Aus der Taylorreihen-Entwicklung, geometrischen �Uberlegungen und demRouch�e-Theorem folgt: P (z) hat zwei Fixpunkte � (mit 0 < � < 1 ) und 1, bzw.P (z)� z hat eben diese zwei Nullstellen.Die Abbildung 2.1 illustriert dies f�ur x 2 jR.Beweis: (skizziert) Betrachten wir vorerst P (x), x 2 jR. Es gibt o�ensichtlicheinen Fixpunkt x = 1. Wenn wir P (x) mittels Taylorreihenentwicklung ander Anschlu�stelle 1 entwickeln (was ja wegen Gleichung 2.15 m�oglich seinmu�), ergibt diesf(x) = P (x)� x = (P (1)� 1) + (P 0(1)� 1)(x� 1) +R2(x) == (P 0(1)� 1)(x� 1) +R2(x):Da P (0) = p0 (= a0) > 0 (siehe Gleichung 2.11) und P (1) = 1, folgt:f(0) = p0 (= a0) > 0 und f(1) = 0. Au�erdem folgt aus obiger Taylorrei-henentwicklung, da� f�ur ein gen�ugend kleines � (> 0)f(x) < 0 f�ur x 2 (1� �; 1);



21weil ja wegen Gleichung 2.13 (P 0(1) � 1) > 0 und (x � 1) < 0 ist; d. h.also, da� es im Intervall zwischen 0 und 1 mindestens eine Nullstelle vonf(x) geben mu�, von denen wir die kleinste davon � nennen. Weiters gilt,da� P (x) f�ur x � 0 streng monoton wachsend ist, weil ja P 0(x) > 0 seinmu� (siehe Gleichung 2.13 im Zusammenwirken mit der Tatsache, da� jaalle pk � 0 und k � 0 sind f�ur alle k 2 jN0, und Gleichung 2.14 und dieErl�auterungen zu dieser).Durch das Theorem von Rouch�e (siehe z. B. [16]) l�a�t sich (nun im Bereichder komplexen Zahlen, also z 2 jC,) leicht zeigen, da� es nur genau eineNullstelle innerhalb des Kreises um den Koordinatenursprung mit Radius 1gibt und genau eine Nullstelle am Kreis selbst. Aus einfachen geometrischenBetrachtungen erkennt man, da� die eine Nullstelle innerhalb des Kreises(n�amlich �) eine einfache Nullstelle ist, weil P 0(�) < 1.Da wir diese beiden Nullstellen bereits auf der reellen Zahlengerade gefundenhaben (n�amlich � und 1), ist damit der Satz bewiesen.6
-xp0=a0
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Abbildung 2.1: P (x) und P (x)� x2.3.3 Weitere Aussagen �uber P (x), x reell, im Rush-Hour-CaseIm vorigen Kapitel 2.3.2 wurde P (z) (mit z 2 jC) bereits untersucht und einigeErkenntnisse dar�uber festgeschrieben. Aus diesen und aus der Abbildung 2.1ergeben sich weitere Eigenschaften von P (x) im reellen Zahlenbereich (also f�urx 2 jR), welche wir hier anf�uhren und in der Folge beweisen wollen, weil siesp�ater noch mehrmals bei der Berechnung von Schranken diverser Gr�o�en vonBedeutung sein werden.



22Satz 2 F�ur k 2 jN0, x 2 jR+ (also x reell und > 0) und x < RP , pk � 0 (und pk �1, weil pk ja eine Wahrscheinlichkeit repr�asentiert) und unter Ber�ucksichtigungder Gleichung 2.14, welche ja unter anderem besagt, da� zumindest ein pi, miti � 2, > 0 sein mu�, gilt:1. P (x) ist positiv,2. P (x) ist streng monoton wachsend, und3. P (x) ist positiv (also nach links) gekr�ummt.Beweis: Wenn man dies als (Un-)Gleichungen formuliert, erh�alt man (unter Bei-behaltung der Bedeutung und Einschr�ankungen der beteiligten Ausdr�uckewie im Satz 2): P (x) = Xk�0 pkxk > 0 (2.16)P 0(x) = Xk�1 pkkxk�1 > 0 (2.17)P 00(x) = Xk�2 pkk(k � 1)xk�2 > 0 (2.18)Da in allen drei (Un-)Gleichungen alle darin vorkommenden Ausdr�ucke je-denfalls � 0 sind, mu� nat�urlich auch jedes Produkt davon und daher auchjede Summe dieser Produkte � 0 sein. Somit ist also f�ur alle drei (Un-)Gleichungen bereits \� 0" bewiesen.Da der Satz 2 seine Aussagen auf positive, reelle x beschr�ankt (x 2 jR+),m�ussen daher die in den (Un-)Gleichungen 2.16, 2.17 und 2.18 vorkom-menden Ausdr�ucke \xi" jedenfalls > 0 sein. Ebenso sind alle darin alsMultiplikand vorkommenden Ausdr�ucke \k" > 0. Weiters mu� gem�a� derEinschr�ankung im Satz 2 mindestens ein pi, mit i � 2, > 0 sein, worausfolgt, da� genau dieses Produkt, welches eben dieses pi enth�alt, > 0 seinmu�. Daher ist die Summe aus zumindest einem Summanden, welcher > 0ist, und den anderen Summanden, welche alle � 0 sind, jedenfalls auch > 0,womit der Satz bewiesen ist.2.3.4 Schranken von P 0(�) im Rush-Hour-CaseAus Satz 2 im Kapitel 2.3.3 wissen wir bereits, da� P (x) f�ur x 2 jR+ (innerhalbdes Konvergenzradius RP von P (z), welcher ja in Gleichung 2.15 im Kapitel 2.3.2



23> 1 angenommen wurde) streng monoton wachsend und nach links gekr�ummtist. Daraus und aus geometrischen �Uberlegungen, welche man leicht an Handder Abbildung 2.1 nachvollziehen kann, kann man f�ur die Schranken von P 0(�)folgende Beziehungen erkennen:Einerseits mu� die Steigung der Tangente im Punkt (�; �) (also P 0(�)) gr�o�ersein als die Steigung der Sekante vom Punkt (0; a0) zum Punkt (�; �), andererseitsmu� sie aber kleiner sein als die Steigung der Sekante vom Punkt (�; �) zum Punkt(1; 1). Daher erh�alt man unter Ber�ucksichtigung der Gleichungen 2.11 (P (0) = a0)und 2.12 (P (1) = 1) und des Satzes 1 (P (�) = �)P (�)� P (0)� � 0 < P 0(�) < P (1)� P (�)1� �� � a0� < P 0(�) < 1� �1� �1� a0� < P 0(�) < 1:Da ja a0 < � ist, ist a0� < 1 und daher 1� a0� jedenfalls > 0 (und nat�urlich auch< 1, weil ja sowohl a0 als auch � positiv sind) und damit eine sinnvolle untereSchranke.Somit haben wir also folgende Schranken f�ur P 0(�) erhalten:1� a0� < P 0(�) < 1: (2.19)Diese Schranken werden in sp�ateren Kapiteln bei der Berechnung der Schrankenanderer Gr�o�en noch mehrmals verwendet werden.
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Kapitel 3MODELLIERUNG DER ANKOMMENDEN TASKSMITTELS EINES BAUM-MODELLSNachdem im Kapitel 1.2 die Task-Ank�unfte graphisch dargestellt wurden,kommen wir nun an eine zentrale Stelle unserer Abhandlung. Hier werden nundie Task-Ank�unfte und die Task-L�ange eineindeutig auf die Familie der ebenenWurzelb�aume abgebildet. Dadurch kann man einerseits auch die Deadline T derTask-Service-Time auf die Weite oder die Gr�o�e von B�aumen abbilden (abh�angigvon der Scheduling-Strategie, siehe im entsprechenden Kapitel 3.1, 3.2 oder 3.3),andererseits kann man danach die erzeugende Funktion (englisch: Ordinary Gene-rating Function OGF) dieser Familie von B�aumen in die PGF von dazupassendenZufallsvariablen �ubersetzen (siehe z. B. Kapitel 3.4), soda� man dann bequem mitdiesen weiterrechnen kann.Konstruktion eines Baumes: Ein Task wird symbolisiert durch einen qua-dratischen Knoten ( ), ein Cycle durch einen runden Knoten ( j).Die Task-L�ange eines Tasks wird durch die Anzahl der Nachfolgeknoten(lauter Cycles) bestimmt und mit der Wahrscheinlichkeit f�ur diese Nach-folgeknoten (li ist die Wahrscheinlichkeit, da� die Task-L�ange i betr�agt)bewertet.Tre�en w�ahrend der Bearbeitung eines Cycle i Tasks ein, so erh�alt der Cyclei Nachfolgeknoten (lauter Tasks) und wird mit der Wahrscheinlichkeit f�urdiese Nachfolgeknoten (ai ist die Wahrscheinlichkeit, da� i Tasks eintre�enw�ahrend eines Cycle) bewertet.Die Wurzel eines solchen Baumes ist daher immer der erste Idle-Cycle, mitwelchem ja immer eine Busy-Period (BP) eingeleitet wird. Ein Idle-Cycle,in welchem keine Tasks ankommen, ist Teil einer Idle-Period und wird re-pr�asentiert durch einen einzigen runden Knoten ( j) (durch einen degene-rierten Baum sozusagen).Ein derart konstruierter Baum stellt hiermit also genau eine BP dar. DerBeginn einer neuen SBP ist bekanntlich genau dann, wenn der letzte Cycle



25eines Tasks bearbeitet wird und sich kein sonstiger Task mehr in der Tasks-List be�ndet. Es wird sich herausstellen, da� sowohl die SBP als auch dieBP unabh�angig von der Scheduling-Strategie sind und beide nur von derAnzahl und Rate der ankommenden Cycles abh�angig sind.Aus diesem Konstruktionsprinzip und der Abarbeitungsreihenfolge ergibt sichsomit die eineindeutige Abbildung von den Task- und Cycle-Ank�unften auf dieFamilie der ebenen Wurzelb�aume.Die Abarbeitungsreihenfolge und die Deadline-Violation selbst sind nat�urlichScheduling-Strategie-spezi�sch, ebenso ergeben sich bei gleicher Task-Ankunftzwar verschiedene B�aume, was in Summe aber auf die L�ange von BP und SBPkeinen Einu� hat. Die Unterschiede in der Abarbeitungsreihenfolge zwischen denverschiedenen Scheduling-Strategien und auch jeweils ein anschauliches Beispielsiehe in den nun folgenden Kapiteln 3.1, 3.2 und 3.3.3.1 Baum-Modell bei FCFSVorweg seien in der Abbildung 3.1 als Beispiel die B�aume dargestellt, welche sichaus dem Beispiel bei Abbildung 1.1 eineindeutig ergeben.ja1 j(Idle-Period) ja3a2 a1 a1 a2
���� 

 JJHHHHj j j jl4T1 ��� ZZZj j jl3T5������ jl1T6 �� AAj jl2T7HHHHHH

��� ZZZj j jl3T2��� jl1T3@@@ jl1T4 ��� ZZZj j jl3T8
�� AAj jl2T9��� �� AAj jl2T10@@@Grenzed. SBP Grenzed. SBP Grenzed. SBPAbbildung 3.1: FCFS: Baum-ModellAbarbeitungsreihenfolge bei FCFS: Da hier ja ein Tasks ohne Unterbre-chung immer zur G�anze fertig bearbeitet wird, braucht man nur die Ebenenmit den Tasks zu betrachten. Die B�aume werden von links nach rechts,



26innerhalb eines Baumes die Ebenen der Tasks von oben nach unten undinnerhalb einer Task-Ebene die Tasks von links nach rechts abgearbeitet.Im Beispiel der Abbildung 3.1 ergibt dies folgende Reihenfolge: T1, T2, T3,T4, T5, T6, T7, T8, T9, T10.Deadline-Violation bei FCFS: Die Deadline wird bekanntlich genau dannverletzt, wenn vom Eintre�en des Tasks bis zu seiner Abarbeitung mehrZeit (in Cycles) verstreicht, als mittels der Deadline vorgegeben ist. Dieskann man hier folgenderma�en pr�ufen:Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (n�amlichein runder, also ein Cycle) und z�ahlt von diesem ausgehend alle rechts davonliegenden Cycles (der gleichen Ebene dieses Baumes) und alle Cycles derlinks vom untersuchten Task liegenden \Geschwister"-Tasks. �Ubersteigtdie Summe aus dieser Anzahl und der Task-L�ange des untersuchten Tasksdie Deadline T der Task-Service-Time, so liegt eine Deadline-Violation vor.Dieses Verfahren k�onnte man etwas umgestalten und damit vereinfachen.Man mu� zu diesem Zwecke den Baum ausrichten, soda� er rechts vonoben nach unten gerade verl�auft (vom ersten Idle-Cycle ganz oben, in dern�achsten Ebene der letzte Task, welcher w�ahrend dieses ersten Idle-Cycleeingetro�en ist, darunter der letzte Cycle dieses Tasks und so weiter). Vondieser am weitesten rechts liegenden Vertikale werden dann die weiterenTasks und Cycles nach links hin immer in zueinander parallel verlaufendenVertikalen passend eingereiht, wobei sie jedoch weiterhin in der urspr�ungli-chen Horizontalen bleiben. Damit hat dieser graphisch umgestaltete, neueBaum genau die gleiche Bedeutung wie der urspr�ungliche, jeder Knoten hatweiterhin denselben Vater- und dieselben Sohn-Knoten. Allerdings erkenntman jetzt leichter, wie lange ein Task bis zu seiner Bearbeitung warten mu�und wann er fertig bearbeitet ist: Dies h�angt dann n�amlich nur mehr da-von ab, wie weit der Task bzw. all seine Cycles von der rechtesten Vertikaleentfernt ist bzw. sind | mit anderen Worten, wie breit der Baum ist.Mit dieser blo� graphischen (jedenfalls aber nicht funktionellen) Umgestal-tung des Baumes ist somit auch das Erkennen einer Deadline-Violation vielleichter: Sobald die Breite des Baumes, der einer SBP entspricht (| wel-cher also als Wurzel den Cycle hat, der die SBP startet |), die Deadline T�ubersteigt, ist die Deadline verletzt.



273.2 Baum-Modell bei pLCFSVorweg seien in der Abbildung 3.2 als Beispiel die B�aume dargestellt, welche sichaus dem Beispiel bei Abbildung 1.2 eineindeutig ergeben.ja1 j(Idle-Period) ja3a2 a1 a2a1
���� 

 JJHHHHj j j jl4T1 ��� ZZZj j jl3T5������ jl1T6 �� AAj jl2T7HHHHHH

��� ZZZj j jl3T2��� jl1T3@@@ ��� ZZZj j jl3T8 �� AAj jl2T9��� �� AAj jl2T10@@@
jl1T4

Grenzed. SBP Grenzed. SBP Grenzed. SBP
Abbildung 3.2: pLCFS: Baum-ModellAbarbeitungsreihenfolge bei pLCFS: Die B�aume werden hier via Preor-der-Traversing abgearbeitet, d. h., da� man ausgehend von der Wurzel al-le Knoten der Reihe nach besucht (immer ganz links beginnend und denZweigen entlang gehend) und dabei einen Task genau dann startet, wennman ihn derart zum ersten Mal erreicht. Dadurch ergibt sich einerseitseine Task-Start-Reihenfolge und andererseits auch eine Task-Beendigungs-Reihenfolge, wann also der letzte Cycle eines Tasks bearbeitet wird.Im Beispiel der Abbildung 3.2 ergibt dies folgende Task-Start-Reihenfolge:T1, T2, T4, T3, T5, T8, T6, T7, T9, T10, w�ahrend die Task-Beendigungs-Reihenfolge nat�urlich anders aussieht: T4, T2, T3, T1, T8, T5, T6, T7, T9,T10.Deadline-Violation bei pLCFS: Die Deadline wird bekanntlich genau dannverletzt, wenn vom Eintre�en des Tasks bis zu seiner Abarbeitung mehrZeit (in Cycles) verstreicht, als mittels der Deadline vorgegeben ist. Dieskann man hier folgenderma�en pr�ufen:Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (n�amlichein runder, also ein Cycle) und z�ahlt von diesem ausgehend alle Cycles der



28links vom untersuchten Task liegenden \Geschwister"-Tasks inklusive derenSohn- und Enkel- etc. -Tasks. Weiters addiert man die Anzahl der Cyclesdes untersuchten Tasks und all seiner Sohn- und Enkel- etc. -Tasks (bisauf die S�ohne und Enkel etc. des letzen Cycle). �Ubersteigt die Summe ausdiesen beiden Summen die Deadline T der Task-Service-Time, so liegt eineDeadline-Violation vor.Da weiters bei pLCFS eine Deadline-Violation nur bei dem Task auftre-ten kann, welcher die BP bzw. die SBP er�o�net (genauer bei einem derTasks, wenn n�amlich gleichzeitig mehrere Tasks w�ahrend einer Idle-Periodeintre�en), kann man obiges Verfahren zur Bestimmung, ob eine Deadline-Violation vorliegt, vereinfachen, indem man nur die ersten Tasks, welcheunmittelbar auf den ersten Idle-Cycle folgen, untersucht. Obiges Kriteri-um lautet dann folgenderma�en: �Ubersteigt die Gr�o�e des Baumes (alsodie Summe seiner Cycle-Knoten), der einer SBP entspricht (| welcher al-so als Wurzel den Cycle hat, der die SBP startet |), die Deadline T derTask-Service-Time, dann liegt eine Deadline-Violation vor.3.3 Baum-Modell bei nLCFSVorweg seien in der Abbildung 3.3 als Beispiel die B�aume dargestellt, welche sichaus dem Beispiel bei Abbildung 1.3 eineindeutig ergeben.ja1 j(Idle-Period) ja3a2 a1 a1 a2���� 

 JJHHHHj j j jl4T1 ��� ZZZj j jl3T5������ jl1T6 �� AAj jl2T7HHHHHH
��� ZZZj j jl3T2��� jl1T3@@@ jl1T4 ��� ZZZj j jl3T8 �� AAj jl2T9��� �� AAj jl2T10@@@Grenzed. SBP

Grenzed. SBP Grenzed. SBPAbbildung 3.3: nLCFS: Baum-ModellAbarbeitungsreihenfolge bei nLCFS: Die B�aume werden hier via Post-order-Traversing abgearbeitet, d. h., da� man ausgehend von der Wurzelalle Knoten der Reihe nach besucht (immer ganz rechts beginnend undden Zweigen entlang gehend) und dabei einen Task genau dann startet,



29wenn man ihn derart zum ersten Mal erreicht. Haben allerdings Tasks dengleichen Vater-Knoten (n�amlich einen runden, also einen Cycle), so werdendiese \Geschwister"-Tasks der Reihe nach von links nach rechts besucht.Hier k�onnte man nat�urlich auch o.B. d.A. die Abarbeitung von \Geschwi-ster"-Tasks in der anderern Richtung, also von rechts nach links, w�ahlen.Dies h�atte den Vorteil, da� man die Abarbeitungsreihenfolge auch bei Tasksmit gleichem Vater-Knoten nicht als Ausnahme zu behandeln h�atte, sondernauch hier das Postorder-Traversing strikt anwenden k�onnte, da� also auchsolche Tasks von rechts nach links besucht werden (also eben genau danngestartet werden, wenn man sie zum ersten Mal erreicht). Es erg�abe sichhiermit nat�urlich f�ur einen konkreten Fall ein etwas anderer Baum (bzw.andere B�aume), die Bedeutung dieses Baumes, die Wahrscheinlichkeitenf�ur sein Auftreten oder f�ur das Auftreten einer Deadline-Violation bliebendavon aber unber�uhrt.Im Beispiel der Abbildung 3.3 ergibt dies folgende Task-Reihenfolge: T1,T4, T2, T3, T5, T8, T6, T7, T9, T10, ohne da� es eine davon abweichendeTask-Beendigungs-Reihenfolge g�abe, weil ja hier die Tasks, sobald sie einmalgestartet sind, nicht mehr unterbrochen werden.Hat man hingegen die andere Variante der Abarbeitung von \Geschwister"-Tasks gew�ahlt (| n�amlich die nach der strikten Postorder-Traversing-Me-thode, also \Geschwister"-Tasks von rechts nach links |), so erg�abe diesin unserem Beispiel folgende Task-Reihenfolge: T1, T4, T3, T2, T7, T8, T6,T5, T10, T9. Diese Task-Reihenfolge l�a�t sich nat�urlich nicht mehr aus denB�aumen der Abbildung 3.3 herleiten, weil ja die B�aume hierbei ein anderesAussehen h�atten als die in diesem Beispiel.Deadline-Violation bei nLCFS: Die Deadline wird bekanntlich genau dannverletzt, wenn vom Eintre�en des Tasks bis zu seiner Abarbeitung mehrZeit (in Cycles) verstreicht, als mittels der Deadline vorgegeben ist. Dieskann man hier folgenderma�en pr�ufen:Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (n�amlichein runder, also ein Cycle) und z�ahlt von diesem ausgehend alle Cycles derlinks vom untersuchten Task liegenden \Geschwister"-Tasks inklusive derenSohn- und Enkel- etc. -Tasks. Weiters addiert man die Anzahl der Cyclesdes untersuchten Tasks selbst (nicht jedoch die all seiner Sohn- und Enkel-etc. -Tasks). Sodann summiert man noch die Anzahl aller rechts vom Vater-



30Knoten liegenden \Geschwister"-Cycles des Vater-Knotens und die Anzahlder Cycles aller Sohn- und Enkel- etc. -Tasks dieser \Geschwister"-Cycles.�Ubersteigt die Summe aus diesen drei Summen die Deadline T der Task-Service-Time, so liegt eine Deadline-Violation vor.Bei der anderen Variante der Abarbeitung von \Geschwister"-Tasks (|n�amlich bei der strikten Postorder-Traversing-Methode, also bei der Abar-beitung von \Geschwister"-Tasks von rechts nach links |) k�onnte man dasAuftreten einer Deadline-Violation etwas einfacher pr�ufen:Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (n�amlichein runder, also ein Cycle) und z�ahlt von diesem ausgehend alle Cyclesder rechts vom untersuchten Task liegenden \Geschwister"-Tasks inklusivederen Sohn- und Enkel- etc. -Tasks und weiters summiert man noch dieAnzahl aller rechts vom Vater-Knoten liegenden \Geschwister"-Cycles desVater-Knotens und die Anzahl der Cycles aller Sohn- und Enkel- etc. -Tasksdieser \Geschwister"-Cycles. Sodann addiert man die Anzahl der Cycles desuntersuchten Tasks selbst (nicht jedoch die all seiner Sohn- und Enkel- etc.-Tasks) hinzu.�Ubersteigt nun die Summe aus diesen drei Summen die Deadline T derTask-Service-Time, so liegt eine Deadline-Violation vor.3.4 Symbolische Notation von B�aumen, die OGFDie erzeugende Funktion (englisch: Ordinary Generating Function OGF) dieserFamilie von ebenen Wurzelb�aumen (siehe auch Kapitel 3) l�a�t sich nun folgen-derma�en herleiten:Ein Baum besteht entweder aus einem einzigen Cycle (im Falle eines dege-nerierten Baumes, d. h. hier im Falle einer Idle-Period), oder aus einem Cyclemit einem Task (d. h. also ein Cycle, w�ahrend dessen genau ein Task eintri�t),oder aus einem Cycle mit zwei Tasks (also ein Cycle, w�ahrend dessen zwei Taskseintre�en) etc. . Ein Task seinerseits enth�alt mindestens einen, maximal endlichviele Cycles. Da diese Cycles im allgemeinen Fall ihrerseits wieder die Wurzel vonTeilb�aumen sein k�onnen (wenn n�amlich w�ahrend des Cycles wieder Tasks eintref-fen), kann man dies so formulieren, da� ein Task einen bis endlich viele Teilb�aumeenth�alt. Tri�t allerdings w�ahrend eines Cycles kein Task ein, so besteht eben einsolcher Teilbaum lediglich aus der Wurzel, also nur aus dem Cycle ( j) selbst.



31Dadurch ergibt sich folgende symbolische Notation f�ur die OGF dieser Familievon B�aumen: B = Xk�0 ak j��� AAA. . . .T T| {z }k Zweige , T = Xn�1 ln ��� AAA. . . .B B| {z }n Zweige ;
wobeiB . . . die OGF dieser Familie von ebenen Wurzelb�aumen undT . . . die OGF der Familie der Tasks ist.Somit kann man also die betrachteten B�aume mittels dieser geschlossenen Formeinfach und eindeutig beschreiben.
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Kapitel 4DIE BUSY-PERIOD-DURATION BPDIn diesem Kapitel wird nun die soeben erw�ahnte OGF der ebenen Wurzelb�au-me in die PGF von dazupassenden Zufallsvariablen �ubersetzt, soda� man dannbequem mit diesen weiterrechnen kann.4.1 De�nition der BPD: B(z)SeiB(z) . . . die PGF der L�ange der Busy-Period (BP), also die PGF der BPD,bi . . . die Wahrscheinlichkeit, da� die BP die L�ange i habe,dann ist B(z) =Xi�1 bizi: (4.1)4.2 Herleitung der BPD aus P (z), Berechnung von B(z)Aus der OGF der Familie der ebenen Wurzelb�aume im Kapitel 3.4 l�a�t sich nunleicht die PGF der L�ange der BP, also die PGF der BPD, herleiten. Man brauchtzu diesem Zwecke in der symbolischen Notation der OGF dieser Familie vonB�aumen nur die Baumsymbole (B, T ) durch die entsprechende PGF zu erset-zen und k Zweige eines Symbols als \(Symbol)k" zu schreiben. Damit ergebensich (unter Ber�ucksichtigung der De�nitionen von A(z) und L(z) in den Gleichun-gen 2.7 bzw. 2.8) folgende Zusammenh�ange:B(z) = Xk�0 akzT k(z) = z �Xk�0 akT k(z) == z �A(T (z)):T (z) = Xn�1 lnBn(z) == L(B(z)):



34Setzt man nun die zweite Gleichung in die erste ein, so erh�alt manB(z) = z � A(T (z)) == z � A(L(B(z)));und unter Zuhilfenahme von Gleichung 2.10 ergibt dies alsoB(z) = z � P (B(z)): (4.2)Konvergenzradius von B(z):Hiermit wurde also f�ur B(z) ein impliziter Ausdruck gefunden, welchen wir imfolgenden Kapitel 4.3 n�aher untersuchen werden. Um allerdings �uberhaupt g�ulti-ge Aussagen �uber B(z) und seine Ableitungen tre�en zu k�onnen, ben�otigt mannat�urlich auch einen passenden Konvergenzradius von B(z). Wir setzen dahervoraus: RB > 1 (RB . . . Konvergenzradius von B(z)): (4.3)Da� dies eine plausible Annahme ist, erkennt man z.B. gleich im Kapitel 4.3.2,weil ja dort B(z) zumindest an der Stelle 1 konvergiert (wegen: B(1) = �).4.3 Aussagen �uber die BPD4.3.1 Berechnung von B0(z)Durch implizites Ableiten von Gleichung 4.2 nach z und nach Umformen erh�altman die 1. Ableitung von B(z):B(z) = z � P (B(z))B0(z) = P (B(z)) + z � P 0(B(z)) �B0(z)B0(z) � (1� z � P 0(B(z))) = P (B(z));also: B0(z) = P (B(z))1� z � P 0(B(z)) : (4.4)



354.3.2 Berechnung von B(1)B(1) ist ja gem�a� Gleichung 2.3 im Kapitel 2.1 die Wahrscheinlichkeit, da� dieBP (hier: im Rush-Hour-Case) endlich ist.Aus Gleichung 4.2 erh�alt man durch Einsetzen des Wertes 1B(1) = P (B(1)):Dies bedeutet, da� B(1) ein Fixpunkt der Funktion P (z) ist. Weiters wissen wirbereits aus Satz 1 im Kapitel 2.3.2, da� P (z) zwei Fixpunkte � und 1 hat, d. h.da� es in der obigen Gleichung f�ur B(1) zwei L�osungen gibt. Welche davon isthier relevant?Um dies ermitteln zu k�onnen, m�ussen beide F�alle durchgerechnet werden undauf eventuell auftretende Widerspr�uche geachtet werden, soda� man hiermit einenFall ausscheiden kann:Beweis:Fall 1) Sei B(1) = 1 (also: alle BP sind endlich): Wir untersuchen nunB0(1), indem wir in der obigen Gleichung 4.4 den Wert 1 einsetzen undP (1) wegen Gleichung 2.12 gleich 1 setzen:B0(1) = P (B(1))1� 1 � P 0(B(1)) == P (1)1� P 0(1) == 11� P 0(1) :Da im Rush-Hour-Case ja per de�nitionem (siehe Gleichung 2.13) P 0(1)> 1 ist, folgt daraus, da� 1 � P 0(1) < 0 ist und da� daher B0(1) < 0sein mu�.Andererseits erh�alt man aus der 1. Ableitung von Gleichung 4.1 imKapitel 4.1 und Einsetzen des Wertes 1B0(1) =Xi�1 bi � i , mit bi � 0 8i 2 jN;was zur Folge hat, da� B0(1) � 0 sein mu�.Dazu steht jedoch obige Behauptung im Widerspruch, da� im Fall 1B0(1) < 0 sein m�u�te, woraus folgt, da� der Fall 1 hier nicht als L�osungin Frage kommt.



36Bemerkung: Der Fall 1 w�are hingegen die L�osung beim Regular-Case,weil genau bei diesem P 0(1) < 1 ist (siehe dazu die Bemerkung zuGleichung 2.13), womit es zu keinem Widerspruch k�ame, weil dann jaB0(1) > 0 w�are. Damit gilt also f�ur den Regular-Case: B(1) = 1 (istalso die Wahrscheinlichkeit, da� eine endliche BP entsteht), B0(1) =1=(1� P 0(1)) (ist also die mittlere Dauer der BP im Regular-Case).Fall 2) Sei B(1) = � (� < 1; also: nicht alle BP sind endlich): Auch hieruntersuchen wir analog zum Fall 1 B0(1), allerdings wird f�ur P (�) = �gesetzt: B0(1) = P (B(1))1� 1 � P 0(B(1)) == P (�)1� P 0(�) == �1� P 0(�) :Da im Rush-Hour-Case ja (siehe Beweis des Satzes 1) P 0(�) < 1 ist,folgt daraus, da� 1� P 0(�) > 0 ist und da� daher B0(1) > 0 sein mu�.Dies steht nicht im Widerspruch zu der im Fall 1 ermittelten Bedin-gung, da� B0(1) � 0 sein mu�, woraus folgt, da� der Fall 2 die L�osungf�ur den Rush-Hour-Case ist.Somit wurde also folgendes gezeigt:B(1) = �: (4.5)Dies ist genau die Wahrscheinlichkeit, da� im Rush-Hour-Case die BP endlich ist,d. h., da� eine endliche BP im Rush-Hour-Case entsteht.Schranken von B(1): Aus Satz 2 im Kapitel 2.3.3 wissen wir bereits (weil P (x)streng monoton wachsend ist), da�a0 < � < 1;womit wir also folgende Schranken f�ur B(1) erhalten:a0 < B(1) < 1: (4.6)



37Unendlich lange BPDie Wahrscheinlichkeit, da� die BP unendlich lang ist, ist o�ensichtlich 1�B(1),also ist (wegen Gleichung 4.5) 1� B(1) = 1� �: (4.7)Schranken von 1�B(1): Da laut Gleichung 4.6B(1) durch a0 und 1 beschr�anktist, folgen unmittelbar die Schranken f�ur 1� B(1):0 < 1� B(1) < 1� a0: (4.8)4.3.3 Berechnung von B0(1)B0(1) ist ja gem�a� den Erl�auterungen bei Gleichung 2.4 im Kapitel 2.1 der Mit-telwert der Zufallsvariablen B, d. h. also hier, da� B0(1) die mittlere Dauer derendlichen BP angibt.Man braucht hier nur mehr die Erkenntnisse der beiden vorhergehenden Ka-pitel bzgl. der Berechnung von B0(z) und B(1) zu vereinen und in Gleichung 4.4f�ur z den Wert 1 einzusetzen und f�ur B(1) gem�a� Gleichung 4.5 den Wert �:B0(1) = P (B(1))1� 1 � P 0(B(1)) == P (�)1� 1 � P 0(�) == �1� P 0(�) :Somit ergibt sich also f�ur B0(1), was ja die mittlere Dauer der endlichen BP ist,folgende Gleichung: B0(1) = �1� P 0(�) : (4.9)Schranken von B0(1): Aus Gleichung 2.19 im Kapitel 2.3.4 wissen wir bereitsdie Schranken von P 0(�), weswegen wir nun leicht die Schranken f�ur B0(1) ermit-teln k�onnen. Durch Anschreiben der Gleichung 2.19 und elementares Umformenerh�alt man sukzessive die Schranken f�ur B0(1):1� a0� < P 0(�) < 1�1 + a0� > �P 0(�) > �1



38a0� > 1� P 0(�) > 0a0�2 > 1� P 0(�)� > 0�2a0 < �1� P 0(�) < \1" .Somit haben wir also folgende untere Schranke f�ur B0(1) erhalten, w�ahrend eskeine obere Schranke daf�ur gibt: �2a0 < B0(1) . (4.10)4.4 Unabh�angigkeit der BPD von der Scheduling-StrategieWie bereits bei der Erl�auterung zu den Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 ab Seite 8erw�ahnt wurde und aus eben diesen Abbildungen vermutet wird, da� die BPDunabh�angig von der Scheduling-Strategie ist, soll dies nun n�aher er�ortert werden.Satz 3 Die BPD, d. h. die L�ange der BP, ist unabh�angig von der gew�ahltenScheduling-Strategie und von der Deadline T .Beweis: Dies l�a�t sich sehr leicht an Hand der oben erw�ahnten Abbildungenerl�autern. Eine BP beginnt ja bekanntlich genau dann, wenn w�ahrend einerIdle-Period ein Task eintri�t (oder gleichzeitig mehrere eintre�en). Ab die-sem Zeitpunkt wird vom Scheduler immer seriell genau ein Cycle nach demanderen abgearbeitet, bis es keine Cycles mehr zu bearbeiten gibt, soda�der Task genau seine L�ange (also die Anzahl seiner Cycles) als Beitrag zurBPD liefert.Zwischenzeitlich eintre�ende weitere Tasks werden zwar je nach Scheduling-Strategie fr�uher oder sp�ater bearbeitet, dies hat jedoch �uberhaupt keinenEinu� auf die L�ange der BP. Hingegen liefert ein jeder dieser Tasks (ge-nauso wie der erste Task), sobald er vom Scheduler bearbeitet wird, f�ur dieBearbeitung jedes seiner Cycles genau den Beitrag 1 zur BPD und somitin Summe genau seine gesamte L�ange (also die Anzahl seiner Cycles) alsBeitrag zur BPD. Daher ist die L�ange der BP eben genau die Summe derL�angen der darin enthaltenen Tasks +1 (f�ur den Idle-Cycle, w�ahrend dessender erste Task eingetro�en ist und der per de�nitionem auch noch zur BPhinzu gerechnet wird). Das Ende der BP ist dann erreicht, wenn der letzte



39Cycle bearbeitet wurde und in der Task-List keine Tasks mehr enthaltensind, soda� nun eine Idle-Period folgt.Daraus ersieht man also, da� die L�ange der BP nur von der L�ange der inder BP enthaltenen Tasks abh�angig ist und die Scheduling-Strategie absolutkeine Auswirkung auf die BPD hat.Weiters wird aus diesen Erl�auterungen klar, da� die Deadline T keinenEinu� auf die BP haben kann.Als Folge dieses Beweises erkennt man vielmehr, da� die BP nur von derAnzahl und Rate der ankommenden Cycles abh�angig ist. Genauer: Die L�angeder BP, d. h. die BPD, ist genau die Summe der Task-L�angen der in der BPenthaltenen Tasks + 1 (f�ur den einen Idle-Cycle am Beginn der BP), also genaudie Summe der Anzahl der Cycles jedes in der BP enthaltenen Tasks + 1.



40
Kapitel 5DIE SUB-BUSY-PERIOD-DURATION SBPDNachdem wir uns im vorigen Kapitel der BP gewidmet haben, gehen wirnun sozusagen eine Stufe tiefer, n�amlich zur SBP. Sie ist ja bekanntlich eine\Teilmenge" der BP und als solche die maximale Begrenzung, binnen welcher einbeliebiger Task beim System ankommt und auch komplett abgearbeitet wird |d. h., da� ein beliebiger Task von der Ankunft beim System bis zur komplettenAbarbeitung (also w�ahrend der Task-Service-Time) komplett innerhalb einer SBPliegen mu�.Eine Einf�uhrung in die Grundlagen der SBP wurde bereits im Kapitel 1.2gegeben. Wesentlich ist jedenfalls, da� man damit das Modell verfeinern kannund daher exaktere Aussagen �uber das Verhalten des Schedulers bei der jeweiligenScheduling-Strategie erh�alt und damit die SRD(T ) genauer berechnen kann.5.1 Unabh�angigkeit der SBPD von der Scheduling-StrategieDie im Kapitel 4.4 gemachten Aussagen f�ur die BP gelten analog auch f�ur die SBP,wie weiter unten bewiesen werden wird. Auch hierzu m�oge man sich die Erl�aute-rung der Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 ab Seite 8 und die Abbildungen selbstanschauen, diesmal mit Hauptaugenmerk auf die in den Abbildungen eingezeich-neten SBP. Die Tatsache, da� die SBPD unabh�angig von der Scheduling-Strategieist, soll nun n�aher er�ortert werden.Satz 4 Die SBPD, d. h. die L�ange der SBP, ist unabh�angig von der gew�ahltenScheduling-Strategie und von der Deadline T .Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 3 gef�uhrt, nur wird nuneben die SBP betrachtet.Eine SBP beginnt ja bekanntlich genau beim Beginn einer BP oder amEnde der unmittelbar vorhergehenden SBP. Sie endet genau dann, wennsich bis auf den soeben bearbeiteten Task kein weiterer mehr in der Task-List be�ndet und von diesem einen Task gerade der letzte Cycle bearbeitetwird (und zwar endet sie am Beginn dieses letzten Busy-Cycle, er selbstwird nicht mehr zur SBP hinzugez�ahlt).



41Ebenso wie beim Beweis von Satz 3 f�ur die BP liefern auch bei der SBPgenau die Tasks ihren Beitrag zur SBPD, welche zur betrachteten SBPgeh�oren. Ein jeder dieser Tasks liefert, sobald er vom Scheduler bearbeitetwird, f�ur die Bearbeitung jedes seiner Cycles genau den Beitrag 1 zur SBPDund somit in Summe genau seine gesamte L�ange (also die Anzahl seinerCycles) als Beitrag zur SBPD. Daher ist die L�ange der SBP eben genau dieSumme der L�angen der darin enthaltenen Tasks. In welcher Reihenfolge dieTasks eintre�en und wie sie auf Grund der Scheduling-Strategie abgearbeitetwerden hat jedoch �uberhaupt keinen Einu� auf die L�ange der SBP.Daraus ersieht man also, da� die L�ange der SBP nur von der L�ange derin der SBP enthaltenen Tasks abh�angig ist und die Scheduling-Strategieabsolut keine Auswirkung auf die SBPD hat.Weiters wird aus diesen Erl�auterungen klar, da� die Deadline T keinenEinu� auf die SBP haben kann.Als Folge dieses Beweises erkennt man vielmehr, da� die SBP nur von derAnzahl und Rate der ankommenden Cycles abh�angig ist. Genauer: Die L�angeder SBP, d. h. die SBPD, ist genau die Summe der Task-L�angen der in der SBPenthaltenen Tasks, also genau die Summe der Anzahl der Cycles jedes in der SBPenthaltenen Tasks.Folgerung aus der Unabh�angigkeit der SBPD von der Scheduling-Stra-tegieDa | wie soeben erwiesen wurde | die SBPD unabh�angig von jedweder Sche-duling-Strategie ist, ist es sinnvoll, die zuk�unftigen Berechnungen bez�uglich SBPnur exemplarisch mit einer Scheduling-Strategie durchzuf�uhren, weil die dabeigewonnenen Ergebnisse ohnehin f�ur alle SBP gelten.Wir beschr�anken uns daher im Verlauf der folgenden Kapitel auf die Sche-duling-Strategie pLCFS, welche stellvertretend f�ur alle anderen m�oglichen dieben�otigten Aussagen liefern wird.5.2 Symbolische Notation der SBP, die OGF der SBP bei pLCFSDie OGF der SBP erh�alt man analog zur Bestimmung der OGF der BP im Ka-pitel 3.4.Ein Baum besteht entweder aus einem einzigen Cycle (im Falle eines dege-nerierten Baumes, d. h. hier im Falle einer Idle-Period), oder aus einem Cycle



42mit einem Task (d. h. also ein Cycle, w�ahrend dessen genau ein Task eintri�t),oder aus einem Cycle mit zwei Tasks (also ein Cycle, w�ahrend dessen zwei Taskseintre�en) etc., wobei der letzte Task gem�a� Abarbeitungsreihenfolge (siehe dazuKapitel 3) eine Sonderstellung hat: Da ja beim letzten Cycle dieses letzten Tasksbei pLCFS auf jeden Fall bereits alle Tasks der aktuellen SBP abgearbeitet sind,ist dieser letzte Cycle dieses letzten Tasks die Grenze der SBP, d. h., da� er nichtmehr zur aktuellen SBP hinzugerechnet wird aber eventuell zu einer neuen SBP,wenn w�ahrend seiner Abarbeitung neue Tasks eintr�afen.Ein Task seinerseits enth�alt mindestens einen, maximal endlich viele Cycles.Da diese Cycles im allgemeinen Fall ihrerseits wieder die Wurzel von Teilb�aumensein k�onnen (wenn n�amlich w�ahrend des Cycles wieder Tasks eintre�en), kannman dies so formulieren, da� ein Task einen bis endlich viele Teilb�aume enth�alt.Tri�t allerdings w�ahrend eines Cycles kein Task ein, so besteht eben ein solcherTeilbaum lediglich aus der Wurzel, also nur aus dem Cycle ( j) selbst.F�ur den speziellen letzten Task (welcher also w�ahrend des die SBP er�o�nen-den Cycle eingetro�en ist und als letzter (oder einziger) der eventuell gleichzeitigeingetro�enen Tasks bearbeitet wird), gilt genau das gleiche wie f�ur diese \nor-malen" Tasks mit einer Einschr�ankung: Sein letzter Cycle wird eben nicht mehrzur aktuellen SBP hinzugerechnet.In der symbolischen Notation wird dieser spezielle letzte Task mit T bezeich-net, sein letzter Cycle mit einem dreieckigen Knoten (��AA), um damit anzuzeigen,da� er nicht mehr zur SBP hinzugerechnet wird. Der Baum f�ur die SBP selbstwird analog zum Baum der BP mit B bezeichnet, die bereits aus dem Kapitel 3.4bekannten B�aume behalten weiterhin ihre Bezeichnungen (B und T ) und ihreBedeutung.Dadurch ergibt sich folgende symbolische Notation f�ur die OGF dieser Familievon B�aumen: B = a0 � j+Xk�1 ak j����� HHHHH. . . .T T T| {z }k � 1 Zweige ;
T = Xn�1 ln ����� HHHHH. . . .B B ��AA| {z }n� 1 Zweige ;



43B; T : : : gleiche Bedeutung wie im Kapitel 3.4;wobeiB . . . die OGF dieser Familie von eine SBP repr�asentierenden ebenen Wur-zelb�aumen undT . . . die OGF der Familie der speziellen letzten Tasks ist.5.3 De�nition der SBPD bei pLCFS: B(z)SeiB(z) . . . die PGF der L�ange der Sub-Busy-Period (SBP), also die PGF derSBPD,bi . . . die Wahrscheinlichkeit, da� die SBP die L�ange i habe,dann ist B(z) =Xi�1 bizi: (5.1)5.4 Herleitung der SBPD aus BPD bei pLCFS, Berechnung von B(z)Aus der OGF dieser Familie von ebenen Wurzelb�aumen der SBP im Kapitel 5.2l�a�t sich nun leicht die PGF der L�ange der SBP, also die PGF der SBPD, her-leiten. Man braucht zu diesem Zwecke in der symbolischen Notation der OGFdieser Familie von B�aumen nur die Baumsymbole (B, T , B und T ) durch dieentsprechende PGF zu ersetzen und k Zweige eines Symbols als \(Symbol)k" zuschreiben. Damit ergeben sich (unter Ber�ucksichtigung der De�nitionen von L(z)in der Gleichung 2.8 bzw. der Herleitung von T (z) im Kapitel 4.2) folgende Zu-sammenh�ange: B(z) = a0 � z + z �Xk�1 akT k�1(z) � T (z);T (z) = Xn�1 lnBn�1(z) = 1B(z) Xn�1 lnBn(z) == L(B(z))B(z) = T (z)B(z) :



44Setzt man nun die zweite Gleichung in die erste ein, so erh�alt manB(z) = a0 � z + z �Xk�1 hakT k�1(z)i � T (z)B(z) == a0 � z + zB(z) �Xk�1 hakT k�1(z)i � T (z) == a0 � z + zB(z) �Xk�1 akT k(z):Formt man nun den Summen-Ausdruck etwas um, so erkennt man darin die De�-nition von A(z) (siehe Gleichung 2.7). Unter weiterer Zuhilfenahme der Herleitungvon B(z) im Kapitel 4.2 (vor Gleichung 4.2), n�amlich da� B(z) = z � A(T (z)),erh�alt man B(z) = a0 � z + zB(z) �Xk�1 akT k(z) == a0 � z + zB(z) � 24Xk�0 akT k(z)� a0 � T 0(z)35 == a0 � z + zB(z) � [A(T (z))� a0 � 1] == a0 � z + zB(z) � "B(z)z � a0# == a0 � z + 1� a0 � zB(z) ;also B(z) = 1 + a0z � a0zB(z) : (5.2)Konvergenzradius von B(z):Hiermit wurde also f�ur B(z) ein Ausdruck gefunden, welchen wir im folgendenKapitel 5.5 n�aher untersuchen werden. Analog zum Kapitel 4.2 wollen wir nunauch f�ur B(z) einen passenden Konvergenzradius voraussetzen:RB > 1 (RB . . . Konvergenzradius von B(z)): (5.3)Da� dies eine plausible Annahme ist, erkennt man z.B. gleich im Kapitel 5.5.2,weil ja dort B(z) zumindest an der Stelle 1 konvergiert (wegen Gleichung 5.5 undGleichung 5.6).



455.5 Aussagen �uber die SBPD bei pLCFS5.5.1 Berechnung von B0(z) bei pLCFSDurch einfaches Ableiten von Gleichung 5.2 nach z erh�alt man die 1. Ableitungvon B(z): B(z) = 1 + a0z � a0zB(z)B0(z) = a0 � a0B(z)� a0zB0(z)B2(z) ;was also zu folgender Gleichung f�uhrt:B0(z) = a0 � [B2(z)� B(z) + zB0(z)]B2(z) == a0 �  1� 1B(z) + zB0(z)B2(z) ! : (5.4)5.5.2 Berechnung von B(1) bei pLCFSB(1) ist ja gem�a� Gleichung 2.3 im Kapitel 2.1 die Wahrscheinlichkeit, da� dieSBP (hier: im Rush-Hour-Case) endlich ist.Aus Gleichung 5.2 erh�alt man durch Einsetzen des Wertes 1 f�ur zB(1) = 1 + a0 � 1� a0 � 1B(1) == 1 + a0 � a0B(1) ;was wegen Gleichung 4.5 im Rush-Hour-Case zuB(1) = 1 + a0 � a0� (5.5)f�uhrt. Dies ist also genau die Wahrscheinlichkeit, da� im Rush-Hour-Case dieSBP endlich ist, d. h., da� eine endliche SBP im Rush-Hour-Case entsteht.Schranken von B(1): Da bekanntlich a0 < � < 1 ist (siehe Satz 2 im Kapi-tel 2.3.3), folgt, da� 1 < 1=� < 1=a0 ist und daher a0 < a0=� < 1. Daraus folgt,da� einerseits (f�ur a0=� < 1)B(1) = 1 + a0 � a0� > a0;



46und andererseits (f�ur a0=� > a0)B(1) = 1 + a0 � a0� < 1;womit wir also folgende Schranken f�ur B(1) erhalten:a0 < B(1) < 1: (5.6)Unendlich lange SBPDie Wahrscheinlichkeit, da� die SBP unendlich lang ist, ist o�ensichtlich 1�B(1),also (wegen Gleichung 5.5) a0=� � a0, und somit ist1� B(1) = a0( 1� � 1): (5.7)Schranken von 1�B(1): Da laut Gleichung 5.6B(1) durch a0 und 1 beschr�anktist, folgen unmittelbar die Schranken f�ur 1� B(1):0 < 1� B(1) < 1� a0: (5.8)5.5.3 Berechnung von B0(1) bei pLCFSB0(1) ist ja gem�a� den Erl�auterungen bei Gleichung 2.4 im Kapitel 2.1 der Mit-telwert der Zufallsvariablen B, d. h. also hier, da� B0(1) die mittlere Dauer derendlichen SBP angibt.Man braucht hier nur mehr die Erkenntnisse der vorhergehenden Kapitel bzgl.der Berechnung von B0(z), B(1) und B0(1) (siehe Gleichungen 4.5 und 4.9) zuvereinen und in Gleichung 5.4 f�ur z den Wert 1 einzusetzen, f�ur B(1) gem�a�Gleichung 4.5 den Wert � und f�ur B0(1) gem�a� Gleichung 4.9 den Ausdruck�=(1� P 0(�)): B0(1) = a0 � [B2(1)�B(1) + 1 �B0(1)]B2(1) == a0 � h�2 � � + �1�P 0(�)i�2 == a0� � �2 � � + �1�P 0(�)� :



47Somit ergibt sich also f�ur B0(1), was ja die mittlere Dauer der endlichen SBP ist,folgende Gleichung: B0(1) = a0� � "� � 1 + 11� P 0(�)# == a0 � "1� 1� + 1� � 11� P 0(�)# : (5.9)Schranken von B0(1): Aus der Absch�atzung f�ur B0(1) in Gleichung 4.10 imKapitel 4.3.3 wissen wir bereits, da��2a0 < B0(1) = �1� P 0(�) ,also ist �a0 < 11� P 0(�) .Damit k�onnen wir nun in Gleichung 5.9 den einen Ausdruck absch�atzen underhalten derart eine Absch�atzung f�ur B0(1), indem wir ein paar elementare Um-formungen durchf�uhren:B0(1) = a0 � "1� 1� + 1� � 11� P 0(�)# >> a0 � "1� 1� + 1� � �a0# == a0 � "1� 1� + 1a0 # == a0 � a0� + 1 == 1 + a0 � a0� .Da weiters a0 < � ist (weil ja P (x) streng monoton wachsend ist f�ur x 2 jR+ undx < RP | siehe Satz 2 im Kapitel 2.3.3), mu� a0� < 1 sein und daher �a0� > �1.Damit k�onnen wir nun bei der Absch�atzung fortsetzen und erhaltenB0(1) > 1 + a0 � a0� >> 1 + a0 � 1 == a0 .Somit haben wir also folgende untere Schranke f�ur B0(1) erhalten, w�ahrend eskeine obere Schranke daf�ur gibt: a0 < B 0(1) . (5.10)



48
Kapitel 6BPD UND SBPD BEI BER�UCKSICHTIGUNG DERDEADLINE TWie wir bereits in den vorigen Kapiteln gesehen haben, sind sowohl die BPals auch die SBP unabh�angig von der Scheduling-Strategie und auch unabh�angigvon der Task-Service-Time Deadline T , weil sie ja nur die Cycle-Ankunftsratewiderspiegeln. Andererseits werden wir jedoch in diesem Kapitel erstmals auchdie Deadline T mit ber�ucksichtigen und sowohl f�ur die BPD als auch f�ur die SBPD,wenn sie die Deadline T nicht verletzen, eine passende PGF de�nieren und diesen�aher untersuchen.6.1 De�nition der BPD bei Deadline T : BT (z)SeiBT (z) . . . die PGF der L�ange der Busy-Period (BP), welche die Deadline T nichtverletzt, also die PGF der BPD, unter der Zusatz-Einschr�ankung, da� dieDeadline T nicht verletzt wird,bi;T . . . die Wahrscheinlichkeit, da� die BP die L�ange i habe und die Deadline Tnicht verletze,dann ist BT (z) =Xi�1 bi;T zi: (6.1)Bemerkung: Man beachte, da� allgemein bi;T 6= bi ist, wobei bi die Wahrschein-lichkeit ist, da� die BP die L�ange i hat (siehe De�nition der BPD im Kapitel 4.1),und zwar ohne Ber�ucksichtigung der Deadline T . Aus wahrscheinlichkeitstheore-tischen �Uberlegungen ist o�enbar, da�bi;T � bi , 8i 2 jNgelten mu�.Weitere Absch�atzungen von bi;T mit bi und in der Folge von BT (z) mit B(z)und auch die Berechnung von Grenzwerten siehe im Kapitel 6.5.



49Annahme �uber den Grenzwert von bi;T :Da man allerdings a priori keine Aussage �uber die Monotonie von bi;T bei �-xem i und variablem T tre�en kann | wir untersuchen ja beliebige Scheduling-Strategien, ohne sie in dieser Hinsicht vorweg einschr�anken zu wollen |, k�onnenwir auch nichts �uber einen m�oglichen Grenzwert f�ur T !1 folgern (| die obereSchranke bi alleine ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend daf�ur).Daher tre�en wir, um einerseits ein sinnvolles Modell und andererseits aucheine gute Grundlage f�ur die sp�ateren Grenzwertberechnungen zu haben, folgendeAnnahme: limT!1 bi;T = bi (6.2)Diese Annahme erscheint f�ur die meisten der herk�ommlichen Scheduling-Stra-tegien sicherlich passend und richtig, lediglich irgendwelche extra konstruierteExoten d�urften diese Annahme nicht erf�ullen.Diese Annahme gelte jedenfalls im ganzen hier vorliegenden Papier.6.2 De�nition der SBPD bei Deadline T : BT (z)SeiBT (z) . . . die PGF der L�ange der Sub-Busy-Period (SBP), welche die DeadlineT nicht verletzt, also die PGF der SBPD, unter der Zusatz-Einschr�ankung,da� die Deadline T nicht verletzt wird,bi;T . . . die Wahrscheinlichkeit, da� die SBP die L�ange i habe und die DeadlineT nicht verletze,dann ist BT (z) =Xi�1 bi;T zi: (6.3)Bemerkung: Man beachte, da� allgemein bi;T 6= bi ist, wobei bi die Wahrscheinlich-keit ist, da� die SBP die L�ange i hat (siehe De�nition der SBPD im Kapitel 5.3),und zwar ohne Ber�ucksichtigung der Deadline T . Aus wahrscheinlichkeitstheore-tischen �Uberlegungen ist o�enbar, da�bi;T � bi , 8i 2 jN



50gelten mu�.Weitere Absch�atzungen von bi;T mit bi und in der Folge von BT (z) mit B(z)und auch die Berechnung von Grenzwerten siehe im Kapitel 6.6.Annahme �uber den Grenzwert von bi;T :Da man auch hier analog zum Kapitel 6.1 a priori keine Aussage �uber die Mono-tonie von bi;T bei �xem i und variablem T tre�en kann, k�onnen wir auch nichts�uber einen m�oglichen Grenzwert f�ur T ! 1 folgern (| die obere Schranke bialleine ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend daf�ur).Daher tre�en wir genauso wie im Kapitel 6.1 folgende, f�ur die sp�ateren Grenz-wertberechnungen n�utzliche Annahme:limT!1 bi;T = bi (6.4)Wie bereits im Kapitel 6.1 erw�ahnt, erscheint auch diese Annahme f�ur die meistender herk�ommlichen Scheduling-Strategien sicherlich passend und richtig.Diese Annahme gelte jedenfalls im ganzen hier vorliegenden Papier.6.3 Herleitung der BPD bei Deadline T , Berechnung von BT (z)Nun gehen wir daran, eine nicht-deadline-verletzende Busy-Period zu konstruie-ren: Der einfachste Fall ist, da� sie nur aus einem einzigen Cycle (gem�a� De-�nition der BP mu� dies ein Idle-Cycle sein) besteht. Wenn nicht, besteht sieaus einer oder mehreren nicht-deadline-verletzenden Sub-Busy-Periods, welchealle unmittelbar aneinander anschlie�en, plus dem letzten, nicht mehr zur letztenSBP z�ahlenden Busy-Cycle. Als notwendige Einschr�ankung d�urfen diese nicht-deadline-verletzenden SBP jedoch nicht aus einem einzigen Idle-Cycle bestehensondern m�ussen mindestens einen Task enthalten (sonst w�are ja in der BP, welchesich aus diesen SBP zusammensetzt, eine \L�ucke", was aber gem�a� De�nition derBP nicht sein darf).Setzen wir diese \Bauanleitung" nun in eine Gleichung f�ur die PGF der L�angeder nicht-deadline-verletzenden BP um, dann erkennt man folgende mathemati-sche Ausdr�ucke: Der einzige Idle-Cycle wird repr�asentiert durch den Ausdrucka0z, welcher zum Rest hinzu addiert wird, weil er ja alternativ auftritt. Ei-ne nicht-deadline-verletzende SBP (allerdings ohne einen Idle-Cycle), wird durchden Ausdruck BT (z)�a0z repr�asentiert, wo eben a0z subtrahiert wird, um damit



51den Idle-Cycle auszuschlie�en. Da diese nicht-deadline-verletzenden SBP alter-nativ beliebig oft (mindestens einmal) auftreten k�onnen, bedeutet dies, da� mandaf�ur Pk�1(obiger Ausdruck)k schreibt. Der noch ausst�andige letzte, nicht mehrzur letzten SBP z�ahlende Busy-Cycle wird nun noch zu diesem Ausdruck mittels\�a0z" hinzu multipliziert. Somit erhalten wir folgende Gleichung f�ur die PGFder L�ange der nicht-deadline-verletzenden BP, also f�ur BT (z):BT (z) = a0z + 24Xk�1(BT (z)� a0z)k35 � a0z .Durch Herausheben von a0z und das Hineinnehmen des restlichen Terms in dieSumme (wegen: 1 = x0) kann man dies unter Zuhilfenahme der Formel f�ur einegeometrische Reihe (Pi�0 xi = 1=(1� x)) wesentlich vereinfachen:BT (z) = a0z + 24Xk�1(BT (z)� a0z)k35 � a0z == a0z � 241 +Xk�1(BT (z)� a0z)k35 == a0z � 24Xk�0(BT (z)� a0z)k35 == a0z � 11� (BT (z)� a0z) ,soda� man endg�ultig folgende Gleichung f�ur BT (z) erh�alt:BT (z) = a0z1� BT (z) + a0z . (6.5)Konvergenzradius von BT (z) und BT (z):Nun wollen wir noch f�ur BT (z) und BT (z) jeweils den Konvergenzradius absch�at-zen. Da alle bi;T � bi sind, folgt daraus, da� der Konvergenzradius von BT (z)jedenfalls � dem von B(z) sein mu�:RBT � RB (RBT . . . Konvergenzradius von BT (z)): (6.6)Analog gilt, da� alle bi;T � bi sind, soda� also der Konvergenzradius von BT (z)jedenfalls � dem von B(z) sein mu�:RBT � RB (RBT . . . Konvergenzradius von BT (z)): (6.7)



526.4 Aussagen �uber die BPD und SBPD bei Deadline T6.4.1 Berechnung von B0T (z)Durch einfaches Ableiten von Gleichung 6.5 nach z und Umformen erh�alt mandie 1. Ableitung von BT (z):BT (z) = a0z1� BT (z) + a0zB0T (z) = a0(1� BT (z) + a0z)� a0z(�B 0T (z) + a0)(1� BT (z) + a0z)2 == a0 � a0BT (z) + a20z + a0zB0T (z)� a20z(1� BT (z) + a0z)2 == a0 � a0BT (z) + a0zB 0T (z)(1�BT (z) + a0z)2 ,was also zu folgender Gleichung f�uhrt:B0T (z) = a0(1� BT (z) + zB 0T (z))(1�BT (z) + a0z)2 . (6.8)6.4.2 Berechnung von BT (1)BT (1) ist ja gem�a� Gleichung 2.3 im Kapitel 2.1 und gem�a� der De�nition derBPD bei Deadline T im Kapitel 6.1 und gem�a� der Gleichung 6.1 die Wahrschein-lichkeit, da� die BP (hier: im Rush-Hour-Case) die Deadline T nicht verletzt. AusGleichung 6.5 erh�alt man durch Einsetzen des Wertes 1 f�ur zBT (1) = a0 � 11�BT (1) + a0 � 1 ,und somit BT (1) = a01� BT (1) + a0 . (6.9)Dies ist also genau die Wahrscheinlichkeit, da� im Rush-Hour-Case die BP dieDeadline T nicht verletzt.Die Wahrscheinlichkeit, da� im Gegensatz dazu die BP die Deadline T verletzt,ist folglich 1�BT (1), also 1� (a0=(1� BT (1) + a0)) und somit ist1�BT (1) = 1�BT (1)1� BT (1) + a0 . (6.10)



536.4.3 Berechnung von B0T (1)B0T (1) ist ja gem�a� den Erl�auterungen bei Gleichung 2.4 im Kapitel 2.1 der Mit-telwert der Zufallsvariablen BT , d. h. also hier, da� B0T (1) die mittlere Dauer dernicht-deadline-verletzenden BP angibt.Man braucht hier nur mehr in Gleichung 6.8 f�ur z den Wert 1 einzusetzen underh�alt hiermit B0T (1) = a0(1� BT (1) + 1 �B0T (1))(1� BT (1) + a0 � 1)2 .Somit ergibt sich also f�ur B0T (1), was ja die mittlere Dauer der nicht-deadline-verletzenden BP ist, folgende Gleichung:B0T (1) = a0(1� BT (1) +B0T (1))(1� BT (1) + a0)2 . (6.11)6.5 Absch�atzung und Grenzwert der BPD bei Deadline T (BT (z))In diesem Kapitel wird die im Kapitel 6.1 de�nierte PGF der L�ange der nicht-deadline-verletzenden BP, also die PGF der nicht-deadline-verletzenden BPD,d. h. also BT (z),� einerseits mittels B(z), also der PGF der BPD ohne Ber�ucksichtigung derDeadline T , abgesch�atzt und� andererseits deren Grenzverhalten f�ur eine sehr gro�e Deadline T , genauerf�ur T !1, bestimmt.Wir werden sehen, da� sich im Grenzbereich (T ! 1) BT (z) durch B(z) ann�a-hern l�a�t.6.5.1 Absch�atzung von BT (z)Nun vergleichen wir BT (z) (=Pi�1 bi;T zi) mitB(z) (=Pi�1 bizi): Aus Kapitel 6.1wissen wir bereits, da� bi;T � bi , 8i 2 jNgelten mu�. Dies kann man nun konkretisieren:Es mu� gelten: f�ur i � T : bi;T = bi ,f�ur i > T : bi;T � bi ,



54weil ja einerseits f�ur i � T die Deadline T nie verletzt werden kann und anderer-seits f�ur i > T entweder die Deadline T verletzt wird (und damit bi;T < bi w�are)oder sie nicht verletzt wird (und damit bi;T = bi w�are).Daraus resultierend kann man nun leicht BT (z) mit B(z) absch�atzen, indemman in deren De�nitionen (Gleichungen 6.1 bzw. 4.1) die Summanden kompo-nentenweise miteinander vergleicht:Wegen des soeben erhaltenen bi;T � bi, 8i 2 jN ist nat�urlichbi;T � zi � bi � zi , 8i 2 jN , z 2 jR+ ,und daher ist auch Pi�1 bi;T zi � Pi�1 bizi, f�ur z 2 jR+ und jzj < RB, womit manschlie�lich folgende Absch�atzung erh�alt:BT (z) � B(z) . (6.12)6.5.2 Grenzwert von BT (z)Nun wollen wir den limT!1BT (z) = limT!1Pi�1 bi;T zi berechnen. Leider kannman hier den \lim" nicht ungepr�uft in die Summe hineinziehen und somit anstattdessen = Pi�1[limT!1 bi;T zi] schreiben, weil es sich ja hier um eine unendlicheReihe handelt. Unter gewissen Voraussetzungen (siehe unten) ist dies aber dochm�oglich.Daher werden wir nun mit Hilfe der Annahme aus Gleichung 6.2 und einemHilfssatz aus [5] (\Continuity Lemma") zeigen, da� der Grenzwert von BT (z) mitT !1 gleich B(z) ist:Lemma 1 (\Continuity Lemma" aus [5]) Unter der Voraussetzung, da� bi;T� bi ist f�ur alle i und T , gilt: lim supi!1 iqjbij = 1=RB f�ur 0 < RB � 1 undlimT!1 bi;T = bi f�ur alle i genau dann, wenn B(z) den Konvergenzradius RB hatund limT!1BT (z) = B(z) f�ur alle jzj � r < RB gleichm�a�ig konvergiert.Beweis:Richtung \=)": Da ja laut Voraussetzung bi;T � bi (und beide � 0) sind,ist lim supi!1 iqjbi;T j � lim supi!1 iqjbij = 1=RB f�ur alle T . Daher hatB(z) den Konvergenzradius RB und der Konvergenzradius RBT vonBT (z) ist � RB f�ur alle T .Nun w�ahlen wir f�ur ein beliebiges � (> 0) eine davon und von r abh�angi-ge Marke N (N = N(�; r)) derart, da� Pi>N biri < �, dann l�a�t sich



55f�ur jzj � r < RB folgendes herleiten:jB(z)� BT (z)j = ������Xi�1 bizi �Xi�1 bi;T zi������ == ����� NXi=1(bi � bi;T )zi + Xi>N(bi � bi;T )zi����� �� ����� NXi=1(bi � bi;T )zi�����+ �����Xi>N bizi�����+ �����Xi>N bi;T zi����� �� NXi=1(bi � bi;T )ri + Xi>N biri + Xi>N bi;T ri �� NXi=1(bi � bi;T )ri + Xi>N biri + Xi>N biri == NXi=1(bi � bi;T )ri + 2 �Xi>N biri << NXi=1(bi � bi;T )ri + 2� ,was, wenn man T gro� genug w�ahlt, soda� jedenfalls die obige endlicheSumme � � ist, zu jB(z)� BT (z)j < � + 2� = 3�f�uhrt. Damit ist also jB(z)� BT (z)j unabh�angig von z kleiner als 3�,womit die gleichm�a�ige Konvergenz von BT (z) ! B(z) f�ur T ! 1und jzj � r < RB bewiesen.Richtung \(=": Wegen der (gleichm�a�igen) Konvergenz von BT (z) !B(z) f�ur T !1 innerhalb des Konvergenzradius RB ist jedenfalls f�urein beliebiges x mit 0 < x � r0 � Xi�1(bi � bi;T )xi = B(x)� BT (x) .Da alle Summanden in der Summe nicht-negativ sind, gilt folgendeAbsch�atzung f�ur jedes i und ein beliebiges x in den oben angef�uhrtenGrenzen: 0 � bi � bi;Txi � B(x)�BT (x) .F�ur T !1 geht nun die rechte Seite gegen 0, womit zwangsl�au�g auchdie mittlere gegen 0 gehen mu�, womit die Konvergenz limT!1 bi;T = bibewiesen ist.



56Da hier alle Bedingungen dieses Lemmas erf�ullt sind (die Beschr�anktheit vonbi;T nach oben durch bi; der Konvergenzradius RB von B(z); unsere Annahme ausGleichung 6.2 bez�uglich limT!1 bi;T ), haben wir hiermit also den Grenzwert vonBT (z) erhalten: limT!1BT (z) = B(z) . (6.13)Insbesondere hei�t dies f�ur z = 1 (unter Zuhilfenahme von Gleichung 4.5):limT!1BT (1) = B(1) = � , (6.14)womit also gezeigt wurde, da� die Wahrscheinlichkeit, da� die BP die Deadline Tnicht verletzt, f�ur gro�e T gegen die Wahrscheinlichkeit, da� die BP endlich ist(n�amlich = �), strebt.6.6 Absch�atzung und Grenzwert der SBPD bei Deadline T (BT (z))In diesem Kapitel wird die im Kapitel 6.2 de�nierte PGF der L�ange der nicht-deadline-verletzenden SBP, also die PGF der nicht-deadline-verletzenden SBPD,d. h. also BT (z),� einerseits mittels B(z), also der PGF der SBPD ohne Ber�ucksichtigung derDeadline T , abgesch�atzt und� andererseits deren Grenzverhalten f�ur eine sehr gro�e Deadline T , genauerf�ur T !1, bestimmt.Wir werden sehen, da� sich im Grenzbereich (T ! 1) BT (z) durch B(z) ann�a-hern l�a�t.Hier gehen wir ganz analog zum vorigen Kapitel 6.5 bez�uglich Absch�atzungund Grenzwert von BT (z) vor. Es wird daher im jetzigen Kapitel nicht mehrin derselben Ausf�uhrlichkeit wie im vorigen vorgegangen, sondern nur mehr diewesentlichen Aussagen dargestellt.6.6.1 Absch�atzung von BT (z)Nun wirdBT (z) (=Pi�1 bi;T zi) mitB(z) (=Pi�1 bizi) verglichen: Aus Kapitel 6.2wissen wir bereits, da� bi;T � bi , 8i 2 jN



57gelten mu�, was konkreter folgenderma�en formuliert werden kann:f�ur i � T : bi;T = bi ,f�ur i > T : bi;T � bi ,mit der analogen Begr�undung wie eben im vorigen Kapitel 6.5 bei der Absch�at-zung von BT (z).Daraus resultiert wieder wegen der De�nitionen von BT (z) und B(z) (Glei-chungen 6.3 bzw. 5.1) und wegen der soeben erhaltenen Beziehung zwischen bi;Tund bi bi;T � zi � bi � zi , 8i 2 jN , z 2 jR+ ,und daher ist auch Pi�1 bi;Tzi � Pi�1 bizi, f�ur z 2 jR+ und jzj < RB, womit manschlie�lich folgende Absch�atzung erh�alt:BT (z) � B(z) . (6.15)6.6.2 Grenzwert von BT (z)Nun wollen wir den limT!1BT (z) = limT!1Pi�1 bi;T zi berechnen. Auch hierkann man wie im Kapitel 6.5.2 leider den \lim" nicht ungepr�uft in die Summehineinziehen und anstatt dessen = Pi�1[limT!1 bi;T zi] schreiben, weil es sich jahier um eine unendliche Reihe handelt. Unter gewissen Voraussetzungen (sieheunten) ist dies aber doch m�oglich.Daher verwenden wir nun die Annahme aus Gleichung 6.4 und wieder dasLemma 1, um zu zeigen, da� der Grenzwert von BT (z) mit T ! 1 gleich B(z)ist:Da hier alle Bedingungen von Lemma 1 erf�ullt sind (die Beschr�anktheit vonbi;T nach oben durch bi; der Konvergenzradius RB von B(z); unsere Annahme ausGleichung 6.4 bez�uglich limT!1 bi;T ), haben wir hiermit also den Grenzwert vonBT (z) erhalten: limT!1BT (z) = B(z) . (6.16)Insbesondere hei�t dies f�ur z = 1 (unter Zuhilfenahme von Gleichung 5.5):limT!1BT (1) = B(1) = 1 + a0 � a0� , (6.17)womit also gezeigt wurde, da� die Wahrscheinlichkeit, da� die SBP die DeadlineT nicht verletzt, f�ur gro�e T gegen die Wahrscheinlichkeit, da� die SBP endlichist, strebt.



586.7 Grenzwerte der (h�oheren) Ableitungen von BT (z) und BT (z)Analog zu den in den vorigen Kapiteln 6.5 und 6.6 f�ur BT (z) respektive BT (z)durchgef�uhrten Absch�atzungen und Grenzwertberechnungen l�a�t sich dies auchf�ur beliebige Ableitungen dieser beiden PGF tun.In den folgenden Ausdr�ucken sei f (m)(z) diem-te Ableitung der Funktion f(z),dann kann man derart analogB(m)T (z) = Xi�m bi;T � i(i� 1) � � � (i� (m� 1))zi�mmit B(m)(z) = Xi�m bi � i(i� 1) � � � (i� (m� 1))zi�mabsch�atzen und B(m)T (z) = Xi�m bi;T � i(i� 1) � � � (i� (m� 1))zi�mmit B(m)(z) = Xi�m bi � i(i� 1) � � � (i� (m� 1))zi�m .Die Absch�atzung ergibt sich o�ensichtlich aus den Absch�atzungen bez�uglich bi;Tbzw. bi;T im Kapitel 6.1 bzw. im Kapitel 6.2. Man erh�alt somit endg�ultig folgendeAbsch�atzungen: B(m)T (z) � B(m)(z)B(m)T (z) � B(m)(z) .Zur Berechnung der Grenzwerte zieht man auch hier das Lemma 1 heran. AlsFolgerung dieses Lemmas im Zusammenwirken mit dem Weierstra�schen Doppel-reihen-Theorem (siehe [7], Seiten 133-136) ergeben sich dann folgende Grenzwerte:limT!1B(m)T (z) = B(m)(z) (6.18)limT!1B(m)T (z) = B(m)(z) . (6.19)Insbesondere hei�t dies f�ur z = 1:limT!1B(m)T (1) = B(m)(1) (6.20)limT!1B(m)T (1) = B(m)(1) , (6.21)wovon wir sp�ater, bei der Berechnung des Grenzwertes des Mittelwertes derSRD(T ) im Kapitel 7.4, Gebrauch machen werden.



596.8 Unabh�angigkeit der Grenzwerte (der Ableitungen) von BT (z) bzw.von BT (z) von der Scheduling-StrategieWie bereits in Satz 3 und Satz 4 festgestellt, sind sowohl die BPD als auch dieSBPD unabh�angig von der Scheduling-Strategie und auch unabh�angig von derDeadline T . Dies bedeutet daher auch, da� die entsprechenden PGF, n�amlichB(z) respektive B(z), davon unabh�angig sind.Folglich m�ussen auch alle Ableitungen dieser beiden PGF davon unabh�angigsein, weil ja beim Ableiten nicht pl�otzlich T hinzukommt und genausowenig dieScheduling-Strategie dabei eine Rolle spielt. Dies ist auch leicht aus den bis jetztbekannten Ableitungen in Gleichung 4.4 und Gleichung 5.4 ersichtlich, weil jadarin nur die Terme P (: : :), P 0(: : :) und B(: : :) respektive die Terme B(: : :) undB0(: : :) auftreten, welche allesamt unabh�angig von der Scheduling-Strategie sind.Durch weiteres Ableiten dieser Ableitungen k�onnen bekanntlich keine weiteren,davon unabh�angige Terme entstehen.Somit gilt also folgender Satz (als Folge von Satz 3 und Satz 4):Satz 5 Die m-te Ableitung der PGF der BPD und der SBPD, also B(m)(z) bzw.B(m)(z), f�ur m 2 jN0, ist unabh�angig von der Scheduling-Strategie und von derDeadline T .Im Gegensatz dazu sind selbstverst�andlich BT (z) und BT (z) einerseits abh�an-gig von der Deadline T (was ja aus ihrer De�nition unmittelbar hervorgeht) undandererseits auch abh�angig von der jeweils angewendeten Scheduling-Strategie,weil es ja genau bei der Betrachtung, ob nun die BP bzw. die SBP die DeadlineT verletzt, entscheidend ist, wann mit der Bearbeitung eines Tasks begonnen undgeendet wird, ob er eventuell sogar unterbrochen wird etc. .Folglich m�ussen auch alle Ableitungen dieser beiden PGF davon abh�angig sein,was man ganz leicht aus deren De�nitionen ersieht: Die darin vorkommendenTerme bi;T bzw. bi;T bleiben bei der m-ten Ableitung o�ensichtlich ab i � merhalten. Da aber bi;T bzw. bi;T sowohl Information �uber die Deadline T alsauch �uber die Scheduling-Strategie enth�alt (siehe auch die Erkl�arungen im obigenAbsatz), gilt folgender Satz:Satz 6 Die m-te Ableitung der PGF der BPD und der SBPD unter Ber�ucksich-tigung der Deadline T , also B(m)T (z) bzw. B(m)T (z), f�ur m 2 jN0, ist abh�angig vonder Scheduling-Strategie und von der Deadline T .



60Nun braucht man nur mehr aus dem Satz 6 mittels Gleichung 6.18 bzw. Glei-chung 6.19 den Grenz�ubergang f�ur B(m)T (z) bzw. B(m)T (z) zu machen, um da-mit B(m)(z) bzw. B(m)(z) als Grenze zu erhalten und kann damit unter Zuhilfe-nahme von Satz 5 unmittelbar die Unabh�angigkeit von der Scheduling-Strategieschlie�en:Satz 7 Die Grenzen (wenn T !1) der m-ten Ableitung der PGF der BPD undder SBPD unter Ber�ucksichtigung der Deadline T , also von B(m)T (z) bzw. vonB(m)T (z), f�ur m 2 jN0, sind unabh�angig von der Scheduling-Strategie und von derDeadline T .Dies machen wir uns im Kapitel 7.4 zunutze, um dort die Unabh�angigkeit desGrenzwertes des Mittelwertes der SRD(T ) von der Scheduling-Strategie zu zeigen.



Teil IVDer Successful-Run
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Kapitel 7DIE SUCCESSFUL-RUN-DURATION SRD(T )Bis dato haben wir nun alle ben�otigten \Bausteine" f�ur einen Successful-Runzusammengetragen. Diese sind insbesondere die nicht-deadline-verletzende BPund die nicht-deadline-verletzende SBP mit den jeweiligen PGF der L�ange dernicht-deadline-verletzenden BP bzw. SBP, n�amlich BT (z) respektive BT (z).Nun k�onnen wir also daran gehen, aus diesen einen Successful-Run zu kon-struieren und aus dem daraus entstehenden Modell Aussagen �uber die SRD(T )zu tre�en.7.1 De�nition der SRD(T ): ST (z)SeiST (z) . . . die PGF der L�ange eines Successful-Run, also die PGF der Successful-Run-Duration SRD(T ), welche ja per de�nitionem die Deadline T ber�uck-sichtigt,si;T . . . die Wahrscheinlichkeit, da� die SRD(T ) die L�ange i habe (da� also genaui Cycles nach dem Start des Computersystems eine deadline-verletzende BPbeginnt),dann ist ST (z) =Xi�1 si;Tzi: (7.1)7.2 Herleitung der SRD(T )Nun konstruieren wir einen Successful-Run (| die De�nition dessen siehe imKapitel 1.2): Am k�urzesten ist er, wenn gleich die erste BP die Deadline T verletzt.Wenn dem nicht so ist, so kann die erste BP eine nicht-deadline-verletzende seinaber die zweite die Deadline verletzen. Allgemein kann man dies so erweitern,da� also auf 0 bis n nicht-deadline-verletzende BP eine deadline-verletzende BPfolgt. Per de�nitionem reicht der Successful-Run vom Start des Computersystems



63genau bis zum Beginn der deadline-verletzenden BP und die SRD(T ) ist genaudie Zeitdauer eines solchen Successful-Run.Die Abbildung 7.1 stellt diesen Aufbau eines Successful-Run anschaulich dar.Die genaue Bedeutung der einzelnen Elemente der Abbildung ist bei der Erl�aute-rung zu den Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 ab Seite 8 zu �nden.6
-

Anz. d. Tasksin Task-List
Zeit (inCycles)� SBP - �SBP-�SBP- �SBP-� SBP - -� BP -� BP - � BP - -� SRD(T ) -
?Deadline-Violation-

Abbildung 7.1: Die Successful-Run-DurationJedenfalls ersieht man aus der Abbildung, da� der Successful-Run beliebig vie-le nicht-deadline-verletzende BP und eine abschlie�ende deadline-verletzende BPenth�alt. Nun setzen wir diese \Bauanleitung" in eine Gleichung f�ur die PGF derL�ange eines Successful-Run, also in eine Gleichung f�ur die PGF der SRD(T ) (alsoST (z)) um: Da ja alternativ entweder keine oder eine oder allgemeiner beliebigviele nicht-deadline-verletzende BP den Beginn des Successful-Run bilden, wirddies | weil ja die PGF der nicht-deadline-verletzenden BP gem�a� Gleichung 6.1gleichBT (z) ist | durch den Ausdruck \1+BT (z)+ B2T (z)+ B3T (z)+� � �" repr�asen-tiert. Der Umstand, da� die terminierende BP die Deadline T jedenfalls verletzt,schl�agt sich darin nieder, da� die Wahrscheinlichkeit daf�ur (n�amlich 1 � BT (1)gem�a� Gleichung 6.10) zum bereits erhaltenen Ausdruck hinzu multipliziert wird.Somit erh�alt man folgende Gleichung f�ur die PGF der SRD(T ):ST (z) = (1 +BT (z) +B2T (z) +B3T (z) + � � �) � (1� BT (1)) .Wegen 1 = B0T (z) kann man dies unter Zuhilfenahme der Formel f�ur eine geome-



64trische Reihe (Pi�0 xi = 1=(1� x)) wesentlich vereinfachen:ST (z) = 24Xi�0BiT (z)35 � (1�BT (1)) == 11� BT (z) � (1� BT (1)) ,womit man schlie�lich folgende Gleichung f�ur ST (z) erh�alt:ST (z) = 1�BT (1)1� BT (z) . (7.2)7.3 Berechnung des Mittelwertes der SRD(T )Der Mittelwert der SRD(T ) ist ja gem�a� den Erl�auterungen bei Gleichung 2.4 imKapitel 2.1 gleich der 1. Ableitung der PGF der SRD(T ) an der Stelle 1. Wirberechnen also vorerst die 1. AbleitungST (z) = 1�BT (1)1� BT (z) =)S 0T (z) = �(1�BT (1))(�B0T (z))(1�BT (z))2 == (1� BT (1))(B0T (z))(1� BT (z))2 ,woraus wir unmittelbar durch Einsetzen des Wertes 1 f�ur z und Umformen[S 0T (z)]z=1 = S 0T (1) = (1�BT (1))(B0T (1))(1�BT (1))2 == B0T (1)1�BT (1)erhalten. Somit ergibt sich f�ur die mittlere Dauer der SRD(T )E[SRD(T )] = S 0T (1) = B0T (1)1� BT (1) (7.3)7.4 Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T )Hier braucht man nur mehr die Erkenntnisse aus den Kapiteln 6.5 und 6.6 �uberdie Berechnung der Grenzwerte von BPD respektive SBPD bei Deadline T und



65aus dem Kapitel 6.7 �uber die Grenzwerte der (h�oheren) Ableitungen von BT (z)und BT (z), und zwar die Gleichungen 6.14 und 6.20, zu ber�ucksichtigen, umlimT!1S 0T (1) = limT!1 B0T (1)1�BT (1) == limT!1B0T (1)limT!1(1�BT (1)) == B0(1)1� B(1)zu erhalten. Unter Zuhilfenahme der Gleichungen 4.5 und 4.9 f�ur B(1) respektiveB0(1) erh�alt man limT!1S 0T (1) = �1�P 0(�)1� � == 11� � � �1� P 0(�) ,womit man schlie�lich den Grenzwert f�ur die mittlere Dauer des Successful-Runerh�alt: E[SRD(T )] = S 0T (1) , wobei limT!1S 0T (1) = 11� � � �1� P 0(�) .Da ja bei Anwendung von Satz 7 bei der Herleitung von limT!1 S 0T (1) al-le darin vorkommenden B(m)T (1) in B(m)(1) �ubergehen, welche unabh�angig vonder Scheduling-Strategie sind, ist auch der Grenzwert selbst (lim(: : :)) davon un-abh�angig. Dies ist auch sehr leicht daran zu erkennen, da� in diesem Grenzwertnur � und P 0(�) vorkommen, welche bekannterma�en weder von der Scheduling-Strategie noch von der Deadline T abh�angen. Also gilt dieser Grenzwert f�ur alleScheduling-Strategien im Rush-Hour-Case, weswegen wir dies zur Deutlichkeitnoch extra formulieren:Satz 8 Im Rush-Hour-Case gilt f�ur alle Scheduling-Strategien (d. h. also, un-abh�angig von jedweder Scheduling-Strategie) unter der Voraussetzung von Glei-chung 6.2 und Gleichung 6.4 (limT!1 bi;T = bi bzw. limT!1 bi;T = bi):Die mittlere SRD(T ) strebt mit wachsendem T gegen einen nur von der Wahr-scheinlichkeitsverteilung der ankommenden Cycles abh�angenden Wert, d. h.,E[SRD(T )] �! 11� � � �1� P 0(�) , f�ur T !1 ,wo P (x) die PGF eben dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung ist und � der kleinsteFixpunkt davon.
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Kapitel 8QUINTESSENZ UND AUSBLICK8.1 QuintessenzAbschlie�end kann also zusammengefa�t werden, da� wir f�ur alle Scheduling-Strategien zwar einen geschlossenen Ausdruck zur Ermittlung des Mittelwertesder SRD(T ) gefunden haben (siehe Gleichung 7.3), n�amlichE[SRD(T )] = S 0T (1) = B0T (1)1� BT (1) ,wobei aber die explizite Berechnung der darin vorkommenden Ausdr�ucke BT (1)und B0T (1) gem�a� Gleichungen 6.9 respektive 6.11 zu den Ausdr�ucken BT (1) undB0T (1) f�uhrt, welche allerdings ihrerseits nicht direkt berechnet werden k�onnen,sondern wo nur Absch�atzungen und Grenzwerte daf�ur gefunden werden konnten.Daher wurde schlie�lich der Grenzwert f�ur den Mittelwert der SRD(T ) ermit-telt, welcher sich als unabh�angig von jedweder Scheduling-Strategie erwies:E[SRD(T )] = S 0T (1) �! 11� � � �1� P 0(�) , f�ur T !1 .Dieser gibt ein gutes Bild �uber das Verhalten des Computersystems wieder, weiler ja bei relativ kleiner Task-Execution-Time (= Task-L�ange) und im Verh�altnisdazu relativ gro�er Deadline T sehr nahe an die echte SRD(T ) heranreicht.BeispielAls anschauliches Beispiel m�ochte ich hier in Tabelle 8.1 und in Tabelle 8.2 f�urverschiedene Werte von � und P 0(�) den Grenzwert der mittleren SRD(T ) be-rechnen. Da ja sowohl � als auch P 0(�) beschr�ankt sind (siehe Satz 1, Satz 2 undGleichung 2.19), werden hierf�ur nat�urlich nur Werte innerhalb dieser Schrankenangenommen. Interessant sind insbesondere die Werte in der N�ahe der jeweiligenGrenzen.O�ensichtlich w�achst f�ur gro�es � und gro�es P 0(�) (d. h. f�ur � ! 1, P 0(�)! 1) der Grenzwert der mittleren SRD(T ) unbeschr�ankt an (siehe Tabelle 8.2),



67� P 0(�) limT!1 S 0T (1)0,001 0,001 0,0010020030,01 0,01 0,010203040,05 0,01 0,0531630,05 0,05 0,0554010,05 0,1 0,0584790,05 0,5 0,1052630,05 0,9 0,5263150,1 0,1 0,1234560,1 0,5 0,2222220,1 0,9 1,1111110,2 0,1 0,2777770,2 0,5 0,50,2 0,9 2,5Tabelle 8.1: Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T ) f�ur kleines � und P 0(�)� P 0(�) limT!1 S 0T (1)0,5 0,1 1,110,5 0,5 2,000,5 0,9 10,000,9 0,1 10,000,9 0,5 18,000,9 0,9 90,000,95 0,1 21,110,95 0,5 38,000,95 0,9 190,000,95 0,95 380,000,95 0,99 1900,000,99 0,99 9900,000,999 0,999 999000,00Tabelle 8.2: Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T ) f�ur gro�es � und P 0(�)w�ahrend er f�ur kleines � und kleines P 0(�) (d. h. f�ur � ! 0, P 0(�)! 0) sehr kleinwird (konkret: gegen � strebt) (siehe Tabelle 8.1).Dies ist insofern nachvollziehbar, weil ja bei gro�em bzw. kleinem � auch a0 (=



68p0) gro� werden kann bzw. klein werden mu� (siehe dazu Satz 2), wo bekanntlicha0 bzw. p0 die Wahrscheinlichkeit f�ur das Eintre�en keines Tasks bzw. keinesCycles w�ahrend eines Cycles ist. Und wenn eben diese Wahrscheinlichkeit gro�ist, so wird verst�andlicherweise | weil ja nun relativ wenig Cycles eintre�en |die SRD(T ) gr�o�er werden, w�ahrend bei einer kleinen solchen Wahrscheinlichkeitnat�urlich mehr Cycles eintre�en und daher die SRD(T ) kleiner werden wird.8.2 AusblickIn diesem Papier wurde eine f�ur alle ankommenden Tasks gleiche Deadline Tber�ucksichtigt und deren mittlere SRD(T ) f�ur den Rush-Hour-Case berechnet.F�ur den Regular-Case wurde dies bereits in den Papieren [16], [3] und [17], f�urden Rush-Hour-Case bei FCFS auch schon in [2] ermittelt.Dar�uber hinaus k�onnte es eventuell f�ur zuk�unftige Anforderungen interessantund lohnenswert sein, einerseits auch f�ur verschieden gro�e Deadlines Ti, (i = 1,. . . ) Ergebnisse zu erhalten und andererseits auch z. B. die Varianz oder weitereh�ohere Momente zu berechnen. Die Vermutung liegt nahe, da� auch die h�oherenMomente von SRD(T ) f�ur wachsendes T unabh�angig von der Scheduling-Strategiesind, weil sie wahrscheinlich auch nur Ableitungen von BT (z) und von BT (z)enthalten werden.Auch k�onnte man noch die hier erhaltenen Ergebnisse an Hand konkreterWahrscheinlichkeitsverteilungen wie z. B. der Poisson-Verteilung, welche sicherlicheine gut passende Modellierung der Cycle-Ankunftsrate darstellt, untermauern.Weiters harrt auch noch der Balanced-Case | zur Erinnerung: bei diesemist die mittlere Cycle-Ankunftsrate = 1 (also P 0(1) = 1) | auf seine genaueUntersuchung.
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Tabellenverzeichnis8.1 Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T ) f�ur kleines � und P 0(�) : 678.2 Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T ) f�ur gro�es � und P 0(�) : 67



71
Literatur[1] Edward A. Bender, Asymptotic methods in enumeration, SIAM Review 16(1974), no. 4, 485{515.[2] Johann Blieberger and Ulrich Schmid, FCFS scheduling in a hard real-timeenvironment under rush-hour conditions, BIT 32 (1992), no. 3, 370{383.[3] , Preemptive LCFS scheduling in hard real-time applications, Perfor-mance Evaluation 15 (1992), no. 3, 203{215.[4] E. Rodney Can�eld, Remarks on an asymptotic method in combinatorics, J.of Comb. Theory Series A37 (1984), 348{352.[5] Michael Drmota and Ulrich Schmid, Exponential limiting distributions inqueueing systems with deadlines, SIAM J. on Appl. Math. 53 (1993), 301{318.[6] Philippe Flajolet and Andrew M. Odlyzko, Singularity analysis of generatingfunctions, SIAM J. Disc. Math. 3 (1990), 216{240.[7] Peter Henrici, Power series | integration | conformal mapping | locationof zeros, Applied and Computational Complex Analysis, vol. 1, John Wiley& Sons Inc., New York, 1974.[8] , Special functions | integral transforms | asymptotics | continuedfractions, Applied and Computational Complex Analysis, vol. 2, John Wiley& Sons Inc., New York, 1977.[9] Konrad Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 5 ed.,Springer-Verlag, Berlin, 1964.[10] Donald E. Knuth, Fundamental algorithms, second ed., The Art of ComputerProgramming, vol. 1, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.[11] , Sorting and searching, The Art of Computer Programming, vol. 3,Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.[12] A. Meir and J.W. Moon, On the altitude of nodes in random trees, Canad.J. Math 30 (1978), 997{1015.



72[13] , On an asymptotic method in enumeration, J. of Comb. Theory Se-ries A51 (1989), 77{89.[14] W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, �fth ed., vol. 1, ChelseaPublishing Company, Bronx, N.Y., 1928.[15] , Lehrbuch der Funktionentheorie, second ed., vol. 2, Chelsea Publis-hing Company, Bronx, N.Y., 1965.[16] Ulrich Schmid and Johann Blieberger, Some investigations on FCFS schedu-ling in hard real-time applications, Journal of Computer and System Sciences45 (1992), no. 3, 493{512.[17] , On non-preemptive LCFS scheduling with deadlines, Journal of Al-gorithms 18 (1995), 124{158.[18] M. Ja. Wygodski, H�ohere Mathematik gri�bereit, Friedrich Vieweg + Sohn,Braunschweig, 1973.


