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Zusammenfassung

Analytische Untersuchung
von Schedulingalgorithmen
unter Echtzeitbedingungen

von Helmut Reinwein

Wir untersuchen das Echtzeitverhalten von Computersystemen im Rush-Hour-
Case bei verschiedenen Schedulingalgorithmen (FCFS, pLCFES, nLCFS), wobei
das Hauptaugenmerk auf pLCFS gelegt wird. Man erkennt jedoch bald, daf}
pLCFS nur als Stellvertreter fiir alle moglichen Schedulingalgorithmen (nicht nur
fiir die oben angefiihrten) im Rush-Hour-Case fungiert und das Ergebnis daher
fiir alle solche gilt.

Konkret wird die Zufallsvariable SRD(7") untersucht, welche ein Maf fiir die
Zeit ist, bis zu welcher das Computersystem ohne Verletzung einer vorgegebenen
Deadline T der Task-Service-Time lduft. Zu deren Berechnung wird ein Baum-
Modell herangezogen.

Es stellt sich heraus, daf} fiir alle Schedulingalgorithmen im Rush-Hour-Case
— nicht nur fiir die hier untersuchten, sondern tatséchlich fiir alle méglichen! —
bei wachsender Deadline T' die mittlere SRD(7T') gegen einen gleichen, nur von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung der ankommenden Tasks (genauer: der ankom-
menden Cycles) abhingenden Wert strebt, d. h., da E[SRD(T")] — ﬁ : %,(ﬁ)
(wenn T — o0), wo P(x) die PGF eben dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung ist
und [ ein Fixpunkt davon.

Das Echtzeitverhalten des Schedulers im Rush-Hour-Case ist also bei grofier

Deadline T gdnzlich unabhingig von der gewéhlten Scheduling-Strategie!

SCHLUSSELWORTER: Schedulingalgorithmen, FCFS, pLCFS, nLCFS, Echtzeit-
verhalten, Rush-Hour-Case, Baum-Modell, wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktionen (englisch: Probability Generating Function PGF), asymptoti-
sches Verhalten, (Sub-)Busy-Period, Successful-Run.
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Teil 1

Die Problemstellung



Kapitel 1
EINLEITUNG

1.1 Problemstellung

Wihrend bei herkémmlichen Computern (PCs, Server, etc.), welche im interak-
tiven Modus oder auch im Batch-Betrieb verwendet werden, ein gutes Antwort-
zeitverhalten erwiinscht und benutzerfreundlicher ist, gibt es sehr viele Computer-
Anwendungen, wo es nicht nur erwiinscht, sondern unbedingt (oft sogar lebens-)
notwendig und daher eine wesentliche Voraussetzung fiir den funktionierenden
Ablauf ist, dafl “das System” binnen kiirzester Zeit, genauer binnen einer ge-
nau definierten maximalen Antwortzeit, auf Aktionen (Terminaleingabe, Eintritt
in einen bestimmten Zustand, Auftreten eines bestimmten Ereignisses, etc.) rea-
giert. Als Beispiel seien hier nur Prozefirechner fast jeder Art angefiihrt, welche
in der Industrie vielfiltig zur Anwendung kommen, sei es bei vollautomatischen
Fertigungsstralen, in der Robotertechnik oder bei sonstigen zeitkritischen Pro-
zeBabliaufen.

Computer oder Anwendungen, welche speziell fiir solche Zwecke gebaut bzw.
programmiert, wurden, heiflen FEchtzeitrechner bzw. Echtzeitanwendungen. Um
die Untersuchung des Antwortzeitverhaltens bei solchen Echtzeit-Aufgabenstel-
lungen geht es im hier vorliegenden Papier.

Konkret werden hier einige Aspekte des Echtzeitverhaltens eines Servers mit
verschiedenen Schedulingalgorithmen untersucht, und zwar in erster Linie der
Mittelwert derjenigen Zeit, bis zu welcher die maximale Antwortzeit (die Task-
Deadline) zum ersten Mal iiberschritten wird. Folgende Schedulingalgorithmen
werden hierbei naher behandelt: “First Come First Serve”, “preemptive Last
Come First Serve” und  “nonpreemptive Last Come First Serve”, jeweils im Rush-
Hour-Case, d.h. bei hoher Task-Ankunftsrate (genauer: wenn die Ankunftsrate
grofler ist als die Abarbeitungsrate; sieche dazu Kapitel 1.2), wofiir respektive die
selbsterkldrenden Abkiirzungen FCFSr, pLCFSr und nLLCFSr verwendet werden.

Als Untersuchungsmethode verwende ich hier jedoch nicht die eventuell nahe-
liegende Queuing-Theorie, sondern die Methode unter Zuhilfenahme einer Baum-
Modellierung, welche ja aus der Analyse von Datenstrukturen bekannt ist (siehe
[10] und [11]) und welche sich auch bei &hnlichen Untersuchungen (siehe [16], [3],
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[17], [2]) sehr bewihrt hat. Grundlagen iiber die hier verwendeten wahrschein-
lichkeitserzeugende Funktionen (englisch: Probability Generating Function PGF)
findet man auch in [10], wihrend verschiedene asymptotische Methoden recht gut
in [1] beschrieben sind. Aussagen iiber die Grenzverteilung in Queueing-Systemen

werden in [5] getroffen.

1.2 Begriffsbestimmungen

Wir betrachten ein idealisiertes, vereinfachtes Computersystem bestehend aus
einem Task-Scheduler, einer (potentiell unendlich grofien) Task-List und einem
Server, welcher den aktuell ausgewéhlten Task bearbeitet. Neu beim Computer-
system ankommende Tasks werden vom Scheduler gemifi der Scheduling-Strategie
in die Task-List eingefiigt, wihrend der Server immer den Task am anderen En-
de der Task-List bearbeitet. Je nach Scheduling-Strategie geniigt es, die neuen
Tasks der Reihe nach vorne in der Task-List anzufiigen (FCFS) oder der Sche-
duler muf§ auch (bei pLCFS und nLLCFS) die Tasks innerhalb der Task-List neu
anordnen, sodafl eben am Ende der Task-List genau der Task steht, welcher vom
Server im néchsten Schritt bearbeitet werden soll. Sollte die Task-List leer wer-
den, so generiert der Scheduler einen Dummy-Task, welcher sodann auch vom
Server abgearbeitet wird, d.h. es wird dann eben nichts getan.

Vorweg sei noch erwéhnt, dafl gerade in einem Fachgebiet wie der Computer-
technologie die englische Sprache doch sehr dominierend ist und daher auch viele
Fachausdriicke entweder ohnehin auf englisch allgemein verstdndlich sind oder
sie eingedeutscht zumindest ungewdhnlich, wenn nicht sogar verwirrend klingen.
Daher wird bei der folgenden Begriffsbestimmung und im ganzen vorliegenden
Papier grofiteils der englische Fachausdruck beibehalten und nur in der Hinsicht
abgeéndert, dal er bei hauptwortlichem Gebrauch mit groBem Anfangsbuchsta-
ben geschrieben wird bzw. daf} ein Fachausdruck, der aus mehreren englischen
Wértern besteht, durch das Verbinden dieser Worter jeweils mit einem Binde-
strich (“-”) zu einem einzigen versténdlichen Fachausdruck zusammengezogen
wird.

Im Folgenden werden die Grundlagen und in diesem Zusammenhang immer

wieder auftretende Begriffe erklirt:

CycLE: Das Neu-Anordnen der Task-List durch den Scheduler mége in unserem
Modell immer zu genau definierten, diskreten Zeitpunkten erfolgen, welche

immer eine konstante Zeitdauer voneinander entfernt sind. Ein Cycle sei nun
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genau diese konstante Zeitdauer zwischen zwei dieser diskreten Zeitpunkte.
Dem zu Folge kénnen wir nun auch jeden Task in seine kleinsten unteilbaren

(=atomaren) Einheiten mit der Dauer von je genau einem Cycle aufteilen.

DumMmy-TAsK: Ist ein vom Scheduler generierter Task der Lénge eines Cycle,

welcher genau dann generiert wird, wenn die Task-List leer wird.

IDLE: Das System ist im Zustand idle, wenn der Server einen Dummy-Task be-

arbeitet, d. h. also, wenn es sonst nichts zu tun gibt.

BUSY: Ansonsten ist das System im Zustand busy, wenn also der Server einen

“echten” Task (und keinen Dummy-Task) bearbeitet.

TASK-EXECUTION-TIME (= TASK-LANGE): Ist die Anzahl von Cycles, welche
fiir die vollstdndige Bearbeitung des Tasks benétigt werden, wenn sich der
Server von Anfang bis zum Schlufl des Tasks exklusiv um diesen Task
kiimmert. Sie ist daher sozusagen die Linge des Tasks, gemessen in Cy-

cles.

TASK-SERVICE-TIME: Ist die Anzahl von Cycles vom Eintreffen des Tasks beim
Computersystem (genauer: vom Ende des Cycles an, in welchem der Task
eintrifft, gemessen) bis zum Abarbeiten des letzten Cycle des Tasks (bis
zum Ende dieses letzten Cycle). Die Wartezeit, bis der Task bearbeitet
wird, und eventuell anfallende Unterbrechungen seiner Bearbeitung durch
andere, hoherpriore Tasks auf Grund der Scheduling-Strategie werden bei

der Task-Service-Time mitgezéihlt und sind daher ein Teil dieser.

Daraus folgt unmittelbar: Task-Execution-Time < Task-Service-Time, wo-
bei “=" nur fiir den Fall zutrifft, dal der Task unmittelbar nach seiner
Ankunft sofort in einem Zug bearbeitet wird (also nicht zu warten braucht

und auch nicht mehr unterbrochen wird).

DEADLINE T" DER TASK-SERVICE-TIME: Wie bereits im Kapitel 1.1 erwéhnt,
befassen wir uns hier mit Fchtzeitanwendungen, d. h., daf} es fiir jeden Task
eine genau definierte maximale Antwortzeit gibt, binnen welcher der Task
fertig bearbeitet sein muf}. Die Deadline T" der Task-Service-Time ist genau
diese maximale Antwortzeit. Sie ist in unserem Modell fiir alle Tasks gleich.

Sie beginnt mit dem Eintreffen des Tasks beim Computersystem zu laufen.

DEADLINE-VIOLATION: Eine Deadline-Violation (durch einen Task) tritt also ge-

nau dann auf, wenn die Task-Service-Time eines Tasks die Deadline T iiber-
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schreitet, wenn also vom Eintreffen des Tasks beim Computersystem bis zur
vollstdndigen Abarbeitung des Tasks mehr Zeit verstreicht als die Deadline
T erlaubt.

IDLE-PERIOD: Ist die ununterbrochene Zeit, wihrend welcher das System im
Zustand idle ist.

Busy-PErIOD (BP): Ist die ununterbrochene Zeit, wihrend welcher das System
im Zustand busy ist. Offensichtlich besteht also die Zeitachse aus einer
Abfolge von Idle-Periods und Busy-Periods.

Eine BP beginnt genau einen Cycle vor dem Cycle, in welchem der erste Cy-
cle des ersten (dieser Busy-Period) zu bearbeitenden Tasks bearbeitet wird
(d. h. sie beginnt am Beginn des Idle-Cycle, wihrend dessen ein oder mehre-
re Tasks beim Computersystem eintreffen), und reicht genau bis zum Ende
des letzten Busy-Cycle in ununterbrochener Folge, auf welchen mindestens
ein Idle-Cycle folgen muf}, ndmlich der Beginn der folgenden Idle-Period
(wenn es nur genau ein Idle-Cycle ist, welchem gleich wieder Busy-Cycles
folgen, so ist dieser eine Idle-Cycle allerdings der Beginn einer neuen BP).
Wir nehmen also (aus Griinden der besseren Modellierung und Berechnung)

am Beginn der BP auch diesen ersten Idle-Cycle hinzu.

SuB-Busy-PERrIOD (SBP): Eine SBP ist zur Génze ein Teil einer BP, d. h. sie
liegt komplett in einer BP.

Sie beginnt entweder genau am Beginn der BP (wenn sie die erste SBP der
BP ist) oder genau am Ende der unmittelbar vorhergehenden SBP. Sie endet
genau dann, wenn sich bis auf den soeben bearbeiteten Task kein weiterer
mehr in der Task-List befindet und von diesem einen Task gerade der letzte
Cycle bearbeitet wird (und zwar endet sie am Beginn dieses letzten Busy-

Cycle, er selbst wird nicht mehr zur SBP hinzugezéhlt).

Sollten wihrend dieses letzten Cycle (welcher ja nicht mehr zu dieser SBP
gehort) neue Tasks (einer oder beliebig viele) eintreffen, so wird (gem#f
obiger Regel fiir das Ende der SBP) die aktuelle SBP dennoch beendet
und eine neue beginnt (und zwar bereits am Beginn dieses letzten Cycle
des zuletzt bearbeiteten Tasks der soeben beendeten SBP). Die BP selbst
erfihrt hingegen dadurch keine Beeintrichtigung, sie geht weiter bis der
Server in den Zustand idle fillt (siche Erkldrung der BP) und umfafit damit
zumindest diese beiden SBP.
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Eine BP besteht daher also entweder aus genau einer SBP + dem letzten,
nicht mehr zur SBP zéhlenden Busy-Cycle oder aus mehreren, unmittelbar
aufeinander folgenden SBP + dem letzten, nicht mehr zur SBP zdhlenden
Busy-Cycle.

Der Grund fiir die Einfithrung der SBP ist, dal man dadurch die Aufgaben-
stellung noch besser modellieren kann, weil ndmlich eine Deadline-Violation
nur innerhalb einer SBP auftreten kann, da ja unmittelbar nach dem En-
de der SBP soeben der letzte Cycle des letzten Tasks der SBP abgearbeitet
wird. Treffen wihrend dieses letzten Cycle des letzten, innerhalb dieser SBP
bearbeiteten Tasks wieder weitere Tasks ein, so beginnt mit diesen ja be-
reits eine neue SBP, wodurch sich die Uberwachung der Deadline-Violation

abermals auf eine (diese neue) SBP beschréinkt und nicht auf die ganze BP.

Eine Folge von BP (beginnend beim Start des Computersystems), welche
die Deadline T der Task-Service-Time nicht verletzen und auf welche eine
BP folgt, welche die Deadline T" verletzt (durch eine oder mehrere Deadline-

Violations), ist ein Run.

SUCCESSFUL-RUN: Wie Run, jedoch ohne die letzte BP, in welcher die Deadline-

Violation passiert.

BPD: Die Busy-Period-Duration ist genau die Dauer einer BP, gemessen in Cy-

cles. Die BPD ist unabhingig von der Deadline 7" und auch von der
Scheduling-Strategie, wie wir spéter sehen werden. Sie ergibt sich ledig-
lich aus der Ankunftsrate der Tasks und aus deren Task-Service-Time. Sie
gibt daher Auskunft iiber den “Ladezustand” der Task-List und daher auch

des ganzen Computersystems.

SBPD: Die Sub-Busy-Period-Duration ist genau die Dauer einer SBP, gemessen

in Cycles. Die SBPD ist genauso wie die BPD unabhéngig von der Deadline
T und auch von der Scheduling-Strategie. Weiters gelten auch alle sonstigen
Eigenschaften der BPD fiir die SBPD.

TTE(T): Die Time-To-Exceed ist die Zeitdauer vom ersten Idle-Cycle bis zum

Beginn desjenigen Cycle, in welchem die erste Deadline-Violation stattfin-
det, wo also zum ersten Mal die Deadline T" der Task-Service-Time verletzt
wird. Damit ist die TTE(T') also genau die Zeit vom Start des Computersy-
stems bis zum ersten “schweren Fehler”, wo die vorgeschriebene maximale

Antwortzeit nicht mehr eingehalten wird.
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SRD(T): Die Successful-Run-Duration ist genau die Dauer eines Successful-Run,

gemessen in Cycles.

Da ja ein Successful-Run die BP, bei welcher die Deadline-Violation pas-
siert, nicht mehr enthilt, wihrend die TTE(T) ihr Ende in der BP hat,
in der die Deadline verletzt wird (ndmlich genau am Beginn des Cycle,
in dem die Deadline verletzt wird), gilt offensichtlich folgende Beziehung:
SRD(T) < TTE(T). In diesem Papier werden wir uns auf die Untersuchung
der SRD(T) beschrénken.

REGULAR-CASE: Ist dann der Fall, wenn die Task-Ankunftsrate gering ist, ge-
nauer wenn die Cycle-Ankunftsrate kleiner ist als die Cycle-Abarbeitungs-
rate. Siehe dazu Kapitel 2.3. Zu diesem Fall gibt es bereits einige Abhand-
lungen, siehe z. B. [16], [3] und [17].

BALANCED-CASE: Ist dann der Fall, wenn die Task-Ankunftsrate mittel ist, ge-
nauer wenn die Cycle-Ankunftsrate gleich ist mit der Cycle-Abarbeitungs-
rate. Siehe dazu Kapitel 2.3.

RusH-HOUR-CASE: (auch: Rush-Hour-Condition) Ist dann der Fall, wenn die
Task-Ankunftsrate hoch ist, genauer wenn die Cycle-Ankunftsrate grofler

ist als die Cycle-Abarbeitungsrate. Siehe dazu Kapitel 2.3.

FCFS, FCFSr: FCFS (First Come First Serve) ist eine Scheduling-Strategie
nach dem Motto “wer zuerst kommt, mahlt zuerst”. Die neu ankommenden
Tasks werden in der Reihenfolge ihrer Ankunft auf der einen Seite in die
Task-List eingetragen und auf der anderen Seite in der gleichen Reihenfolge

vom Server bearbeitet.

Das angefiigte ‘v’ bedeutet, dal es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.

PLCFS, PLCFSR: Diese Scheduling-Strategie pLCFS (preemptive Last Come
First Serve) arbeitet ganz strikt nach dem Motto “die Letzten werden die
Ersten sein”, d.h., dafl Tasks, die zuletzt eintreffen, sofort — also sogar
durch Unterbrechung des momentan bearbeiteten Tasks — im néchsten Cy-
cle vom Server bearbeitet werden. Der hierdurch unterbrochene Task wird
danach fortgesetzt. Diese Strategie wird strikt angewendet, womit unter
Umsténden (bei immer wieder neuem Eintreffen weiterer Tasks) immer wie-
der der soeben eingetroffene Task den soeben laufenden unterbricht, aber

seinerseits nach nur kurzer Bearbeitungsdauer selbst unterbrochen wird,
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weil bereits wieder ein neuer Task eintrifft, welcher natiirlich seinerseits den

nun laufenden unterbricht.

Wenn also genau ein Task eintrifft, startet seine Bearbeitung im néchsten
Cycle, wenn mehrere Tasks wihrend eines Cycle eintreffen, wird einer von
diesen im n#chsten Cycle zu bearbeiten begonnen, die anderen kommen
unmittelbar danach der Reihe nach dran. Da ja solche wihrend eines Cy-
cle eintreffenden Tasks erst am Ende des Cycle als eingetroffen erkannt
werden, sind sie aus Sicht des Schedulers alle gleichzeitig eingetroffen. In
welcher Reihenfolge diese Tasks daher bearbeitet werden, hat nichts mit der
Scheduling-Strategie selbst zu tun, sondern kann unabhéingig davon gewihlt
werden. Vereinbaren wir also, dafl in diesem Falle die Tasks einfach mit auf-

steigender Numerierung bearbeitet werden. Siehe dazu auch Abbildung 1.2.

Das angefiigte ‘r’ bedeutet, dal es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.

NLCFS, NLCFSR: Die Scheduling-Strategie nLCFS (nonpreemptive Last Come
First Serve) arbeitet ebenso wie pLCFS nach dem Motto “die Letzten wer-
den die Ersten sein”, aber nicht ganz so strikt, d. h., daf§ Tasks, die zuletzt
eintreffen, bei der néichsten Gelegenheit abgearbeitet werden, ohne jedoch

den derzeit in Arbeit befindlichen Task zu unterbrechen.

Wenn also genau ein Task wihrend der Bearbeitung eines Tasks eintrifft,
startet seine Bearbeitung unmittelbar nach dem letzten Cycle des derzeit
bearbeiteten Tasks. Treffen mehrere Tasks wihrend der Bearbeitung eines
Tasks ein, so wird der derzeit bearbeitete natiirlich fertig bearbeitet und da-
nach der zuletzt eingetroffene gestartet; wenn dieser fertig ist, der vorletzte

Task und so weiter.

Wenn wéihrend eines Cycle mehrere Tasks eintreffen, so gelten diese als
gleichzeitig eingetroffen (siehe Beschreibung von pLCFS/pLCFSr) und es
gilt beziiglich der Bearbeitungsreihenfolge dieser Tasks dasselbe wie bei
pLCFS/pLCFSr. Siehe dazu auch Abbildung 1.3.

Das angefiigte ‘r’ bedeutet, dal es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.

Die Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 veranschaulichen die soeben erwihnten Be-
griffe und zeigen auch die Unterschiede auf, wie die Tasks, abhéingig von der je-
weiligen Scheduling-Strategie, abgearbeitet werden. Hier eine Erlduterung dieser
Abbildungen:
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Die Abszisse gibt das Fortschreiten der Zeit (Einheit: 1 Cycle) an, auf der
Ordinate wird die in der Task-List befindliche Anzahl von Tasks (inklusive dem
gerade bearbeiteten) aufgetragen. Unter der Abszisse sind die Ankiinfte der Tasks
mittels kleiner Pfeilchen in ihrer zeitlichen Reihenfolge markiert. Um den Unter-
schied der Scheduling-Strategien leicht zu erkennen, wurden bei allen drei Bei-
spielen die Task-Ankiinfte gleich gewihlt. Uber den waagrechten Linien in der
Abbildung steht immer der Task, welcher gerade bearbeitet wird. Die Liange der
waagrechten Linie gibt die Zeit an, wie lange der Task (oder ein Teil davon) vom
Server bearbeitet wird, die Summe dieser Lingen pro Task ergibt genau dessen
Task-Execution-Time. Die Task-Execution-Time der Tasks ist hier sehr klein
gewihlt, um geniigend Information in der Abbildung unterzubringen, und nur

symbolisch zu verstehen.

Man beachte insbesondere den senkrechten Strich in der Abbildung 1.1 zwi-
schen dem Task T; und dem Task Ty bzw. zwischen Tg und Ty, in der Abbil-
dung 1.2 zwischen den Tasks T7; und Ty und in der Abbildung 1.3 zwischen T,
und T4 bzw. T7 und Ty: Dieser macht deutlich, daf§ sich soeben ein Task beendet,
hat und wihrend des letzten Cycle dieses Tasks ein (oder mehrere) neuer Task
eingetroffen ist. Reicht dieser senkrechte Strich in der Abbildung bis zur Abszisse
hinunter (in der Abbildung 1.1 zwischen Tg und Ty, in der Abbildung 1.2 zwischen
den Tasks T; und Ty und in der Abbildung 1.3 zwischen T7; und Ty), so ergibt
sich dadurch das Ende einer SBP — genauer: die SBP endet per definitionem am

Beginn dieses letzten Cycle, die neue SBP beginnt eben dort.

Weiters siecht man in den Abbildungen auch die bei der Begriffsbestimmung fiir
pLCFS und nLLCFS erwiahnte Bearbeitungsreihenfolge von Tasks, welche wihrend
eines Cycle eintreffen, sehr schon, ndmlich daf sie, weil sie ja ohnehin als gleich-

zeitig eingetroffen gelten, einfach aufsteigend numeriert bearbeitet werden.

In den Abbildungen sind auch jeweils die BP und SBP eingezeichnet. Auch
hier wird deutlich, dal die BP und SBP unabhingig von der Scheduling-Strategie
sind (was man spéter bei der Berechnung noch eindeutig erkennen wird), weil sie
fiir alle drei Abbildungen jeweils gleich sind mit jeder der anderen Abbildungen, sie
héngen hingegen nur von der Anzahl der Cycles ab, die in einem gewissen Intervall
eintreffen, mit anderen Worten von der Cycle-Ankunftsrate. Die “Gebirge” (d. h.
die jeweiligen Graphen) sind natiirlich unterschiedlich, weil sie im Unterschied

dazu die Scheduling-Strategie widerspiegeln.

Nehmen wir beispielhaft eine Task-Service-Time Deadline T' von 7 Cycles an,

so ergeben sich die in den Abbildungen gezeigten Deadline-Violations, SRD(T')
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und TTE(T).
Anz. d. Tasks keine
| in Task-List Deadline-
L Violation
Ts
| Ts Ts
: T7 Tg
| Ty Ti0  7eit (in
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘ CIyCIeS)
: RECEE T
Ty Tos T4 L Tser Ty T9.10 ;
— SBP R SBP <~— SBP —
5 — BP — BP —
— SRD(T) .
— TTE(T) ——

Abbildung 1.1: FCFS: Tasks in der Task-List

Anz. d. Tasks Deadline- Deadline-
[ in Task-List Violation Violation
L bei T4 bei T7
Ts
Ts
Ts Ty
T? TlO Zeit (in
‘ Cycles)
1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1
To,10 ]
SBP SBP —
BP —

Abbildung 1.2: pLCFS: Tasks in der Task-List

Weiters méchte ich an dieser Stelle die folgenden bekannten Notationen noch-

mals in Erinnerung rufen, welche wir bei den Berechnungen in diesem Papier des
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Anz. d. Tasks Deadline-
[ in Task-List Violation
L bei T7

Ts
Ts ]_‘ Ty
T Ty
\—‘ T Ti0  Zeit (in

o L ‘ Clycles)
r n
T567 Tg ; :9,10
SBP SBP —
— BP —
S TTE(T) —
Abbildung 1.3: nLCFS: Tasks in der Task-List
Ofteren verwenden werden:
f(z) = O(g(z)) fiirz—xy ,wenn [f(x)|/|g(z)] < C fiir eine reel-

le Konstante C' > 0 unabhéngig
von x, Vr in einer passenden

Umgebung um xg;

f(z) = o(g(x)) fiirz—xy ,wenn lim, ., f(z)/g(x)=0;
f(x) ~ g(x) fir x - xy , wenn lim, ., f(z)/g(x) =1,
[2"]f(2) ist der n-te Koeffizient in der

formalen Potenzreihe f(z).

Diese Notationen sind auch giiltig fiir zo — oo, d.h. fiir + — oo.

1.3 Vorschau

Vorweg sei hier ein kurzer Uberblick iiber den Aufbau dieses hier vorliegenden
Papiers gegeben:

Im Kapitel 1 werden die Aufgabe dargestellt und die verwendeten Begriffe
erklart. Im Kapitel 2 werden die benétigten Grundlagen der Statistik zusam-
mengefafit und wird konkret auf den Rush-Hour-Case und dessen Eigenschaften
eingegangen.

Im Kapitel 3 wird erstmals das Baum-Modell, welches ja die Grundlage des
Losungsweges bildet, genau vorgestellt, wihrend in den folgenden Kapiteln 4 und
5 die BPD und die SBPD genau untersucht werden.
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Sodann widmet sich das Kapitel 6 genauer der BPD und der SBPD unter

Beriicksichtigung der Deadline 7" und geht auch auf diverse Grenzwerte genauer
ein.

Das Kapitel 7 liefert die gesuchten Ergebnisse beziiglich der SRD(T'), wihrend
im abschlieflenden Kapitel 8 noch ein Beispiel und diverse Schlufbemerkungen

folgen.



Teil 11

Wahrscheinlichkeits-Modell und
Baum-Modell

13
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Kapitel 2

WAHRSCHEINLICHKEITS-MODELL

Nach den Vorbetrachtungen im Kapitel 1 werde ich im hiesigen Kapitel das

Wabhrscheinlichkeits-Modell fiir die spéateren Berechnungen aufstellen.

2.1 Grundziige der Wahrscheinlichkeitstheorie

Da in diesem Papier im Endeffekt Aussagen iiber die Momente von Zufallsva-
riablen (Mittelwert, Varianz) gemacht werden sollen, seien an dieser Stelle die
dafiir notwendigen Grundziige erldutert — allerdings ohne genauer darauf einzu-
gehen. Uber diese Erliuterungen hinaus- und tiefergehende Abhandlungen iiber
die Wahrscheinlichkeitstheorie moége man bitte in der entsprechenden Literatur

nachlesen.

ZUFALLSVARIABLE: Eine Zufallsvariable X ist ein Ereignis, welches verschiede-
ne Merkmale (oder Werte) annehmen kann. Gibt es hochstens abzidhlbar
viele Merkmale fiir X, so spricht man von einer diskreten Zufallsvariablen,

ansonsten von einer kontinuierlichen.

Betrachtet man z.B. die Anzahl der Task-Ankiinfte pro Cycle, die Task-
Lange (= Task-Execution-Time) oder die Anzahl von Cycle-Ankiinften pro
Cycle, so sind dies typische Vertreter von diskreten Zufallsvariablen. Im

Folgenden werden wir uns daher auch nur solchen widmen.

WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG: Je nachdem, wie und wo die Zufallsvaria-
ble ihre Werte annimmt, kann man sie in verschiedene Kategorien eintei-
len, d.h. sie folgt einer gewissen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Diskre-
te Verteilungen (also solche von diskreten Zufallsvariablen) sind z. B. die
Alternativ-Verteilung, die Binomial-Verteilung, die Hypergeometrische-Ver-
teilung, die Geometrische-Verteilung oder die Poisson-Verteilung, kontinu-
ierliche Verteilungen (also solche von kontinuierlichen Zufallsvariablen) sind
z.B. die Exponential-Verteilung, die Gamma-Verteilung, die Chi-Quadrat-
Verteilung oder die (Gaufi’sche-)Normal-Verteilung.
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Als eine mogliche und gut passende Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die
Task-Ankiinfte und die Task-Execution-Time kann man z.B. die Poisson-

Verteilung annehmen.

Die Verteilung wird entweder in Form der Dichtefunktion (f(X)=W{X =
x}) oder in Form der Verteilungsfunktion (F(X) = W{X < x}) angegeben,
wobei hier W{Ereignis} die Wahrscheinlichkeit, da§ ‘Ereignis’ eintrifft, be-
deutet.

WAHRSCHEINLICHKEITSERZEUGENDE FUNKTION (PGF): (englisch: Probabili-
ty Generating Function) Die PGF P(z) einer Zufallsvariable wird definiert
durch

P(z) = po+piz+pz’+psz’+--o =

= Zpkzk, (2.1)
k>0
wobei p; die Wahrscheinlichkeit ist, dafl die Zufallsvariable den Wert i an-

nimmt.

Selbstredend ist die Summe aller m6glichen Wahrscheinlichkeiten fiir eine

Zufallsvariable gleich mit der Wahrscheinlichkeit “sicher”.

Wenn die Zufallsvariable nur die endlichen Werte 0, 1, 2, 3, ... annehmen
kann (oder exakter: Wenn es eine Abbildung der Werte der Zufallsvariablen

auf den Zahlenbereich N gibt), dann gilt somit

P(1) = potpi+pt+ps+---=

= > p=1 (2.2)
k>0
Dies entspricht also der Wahrscheinlichkeit, daf3 die Zufallsvariable endliche

Werte annimmt.

Kann hingegen die Zufallsvariable auch noch andere Werte annehmen, wie
z.B. im konkreten Fall des Rush-Hour-Case, bei dem z.B. die BPD auch
unendlich lang sein kann, so mufl man obige Gleichung 2.2 folgendermaflen
exakter formulieren:
P(1) = Zpk <1,
k>0

oder auch:

P1) =3 pr=1—Peo, (2.3)

k>0
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wobei p,, die Wahrscheinlichkeit ist, dal die Zufallsvariable den Wert “o0”
annimmt (und 0 < p,, < 1 gilt), d. h. daf sie nicht endlich ist. Achtung: p.,

ist jedenfalls nicht der limy_,, pg, sondern eben ein Symbol mit der soeben

genannten Bedeutung. Demzufolge entspricht P (1) der Wahrscheinlichkeit,

daf} die Zufallsvariable endliche Werte annimmt.

Die PGF wird oft verwendet, um Aussagen {iber eine Zufallsvariable zu

treffen, deren Einzelwahrscheinlichkeiten nicht bekannt oder nicht exakt

bestimmbar sind — speziell im hier vorliegenden Dokument wird sie ein

wesentliches Element des Problem-Losungsweges sein.

MITTELWERT: Der Mittelwert o oder auch Erwartungswert F[X] der Zufallsva-

riablen X ist definiert durch

=p="r1) =[P

E[X]

()]s =
5 kp] _

k>1

= kak

k>0

(2.4)

VARIANZ: Die Varianz Var[X]| der Zufallsvariablen X ist die mittlere quadrati-

sche Abweichung der Zufallsvariablen vom Mittelwert g, also

Var[X]

Andererseits ist

= E[(X - 4]

= E[X? —2Xpu+ p’] =

= E[X?] = 2B[X|p+ p? = E[X?] = 2pp+ pi* =

— E[X?| - 4 = B[X”] - (E[X])".

P”(].)

(2.5)

[P"(2)],=1 =

LZ;QIC — 1)pp2® LZl =
%k(k — )pi =

S K — Yk =

IE[OX?] — MEOE[W] — E[X].

Daraus ergibt sich folgende Beziehung zwischen der Varianz und den Ablei-
tungen der PGF:
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= (P"(1)+p)—p* =
= P'(1)+ P'(1) — (P'(1))% (2.6)

MOMENTE: Das n-te Moment der Zufallsvariablen X ist der Mittelwert von X™,
d. h. also

n-tes Moment = E[X"] = > k"p.

k>0

z.B. ist der Mittelwert von X das 1. Moment (= E[X]), die Varianz ist
eine Kombination aus 1. und 2. Moment (= E[X?] — (E[X])?, siehe auch
Gleichung 2.5).

2.2 Definitionen: A(z), L(z), P(2)

Wir nehmen an, daf§ die Anzahl der Task-Ankiinfte innerhalb eines Cycle einer
beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung folgt, jedenfalls unabhéngig von der An-
zahl der Task-Ankiinfte im vorherigen oder im folgenden Cycle. Ebenso soll die
Anzahl von Cycles pro Task (also die Task-Execution-Time) unabhingig davon
einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung folgen. Wollen wir nun die PGF

einiger notwendiger Groflen ndher betrachten:

2.2.1 Anzahl der Task-Ankiinfte wihrend eines Cycle: A(z)

Sei
A(z) ... die PGF der Task-Ankiinfte wihrend eines Cycle,

ay ... die Wahrscheinlichkeit, dafl wihrend eines Cycle k Tasks eintreffen,

dann ist

Alz) =Y a2t (2.7)

k>0
Aussagen iiber A(2):
Wir treffen folgende Annahme:
ag = A(0) > 0,

d. h. also, dafl die Wahrscheinlichkeit, dafl kein Task wihrend eines Cycle eintrifft,
> 0 ist, oder mit anderen Worten, daf3 es Cycles geben kann, wihrend derer kein
Task eintrifft.
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2.2.2 Task-Execution-Time (= Task-Linge): L(z)

Sei

L(z) ... die PGF der Task-Léinge eines Tasks,

l, ... die Wahrscheinlichkeit, daf die Task-Lénge (die Task-Execution-Time) k
Cycles betrégt,

dann ist

L(z) =Y lx2". (2.8)

Aussagen iiber L(2):
Wir treffen folgende Annahme (0.B.d. A.):
l[) == L(O) == 0,

d.h. also, dafl die Wahrscheinlichkeit, daf ein Task die Linge 0 habe, gleich 0 sei,
oder mit anderen Worten, daf} jeder Task mindestens die Linge 1 habe — was
ja keine Einschrankung ist, sondern unserem bis dato aufgestellten Modell voll

entspricht.

2.2.3 Anzahl der Cycle-Ankiinfte wihrend eines Cycle: P(z)

Sei
P(z) ... die PGF der Cycle-Ankiinfte wihrend eines Cycle,
P - .. die Wahrscheinlichkeit, dafl wihrend eines Cycle k£ neue Cycles eintreffen,

dann ist

P(z) =" ps (2.9)

k>0

2.3 Aussagen iiber P(z)

Nun wollen wir uns genauer der PGF der Cycle-Ankiinfte widmen, um dadurch

die Grundlagen fiir die spédteren Berechnungen zu legen.
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2.3.1 Herleitung von P(z) aus A(z) und L(z)

Wihrend eines Cycles treffen k£ neue Cycles genau dann ein, wenn entweder genau
ein Task mit £ Cycles eintrifft, oder zwei Tasks, deren Summe der Task-Léngen
k Cycles betrigt, oder allgemeiner wenn 7 Tasks eintreffen mit einer Summe der
Task-Langen von k. Daher ergibt sich daraus fiir die entsprechenden Wahrschein-

lichkeiten folgender Zusammenhang (fiir & > 1):

P = ap-lp+
+CEQ' Z lkllk2+

ki1+ko=k
4+ 4 .
+a; - Z H lkj +
S kj=k 7=1
4=
= S |a- > I )=
i>1 S kj=k J=1
= [Z"]A(L(2)).

Zusammen mit der Erkenntnis, dafl py = ap (womit der Fall £ = 0 auch abgedeckt
ist), weil ja 0 neue Cycles nur genau dann eintreffen konnen, wenn auch kein Task

eintrifft, ergibt dies zusammenfassend:

P(2) = A(L(2)). (2.10)

2.3.2 Weitere Aussagen iiber P(z) im Rush-Hour-Case

Weiters gelten noch folgende offensichtliche Aussagen bzw. werden fiir den Rush-

Hour-Case folgende Annahmen getroffen:

P(0) = po=A(L(0)) = A(0) =ap >0 (2.11)
P1) = Sp=1 (2.12)
P) = Yokl (2.13)
P'(z) £ 0 (2.14)

Rp > 1 (Rp ...Konvergenzradius von P(z2)). (2.15)

Gleichung 2.11 ist keine weitere Einschriankung sondern eine Folge der Glei-
chungen 2.9 und 2.10 zusammen mit Gleichung 2.7 und Gleichung 2.8 und deren

jeweiliger Annahme beziiglich ay bzw. [,.
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Gleichung 2.12 bedeutet, dafl 0.B.d. A. angenommen wird, dal nur endlich

viele Cycles wihrend eines Cycles eintreffen kénnen, weil ja nur dies sinnvoll
ist und zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt. Siehe dazu einerseits die Definition von
P(z) in Gleichung 2.9 und andererseits die Erklarungen beziiglich der Wahrschein-
lichkeit von nicht endlichen Werten von Zufallsvariablen im Kapitel 2.1 bei den
Gleichungen 2.1 bis 2.3.

Gleichung 2.13 bedeutet, daf§ die mittlere Cycle-Ankunftsrate (= P'(1)) grofer
sei als die mittlere Abarbeitungsrate (= 1, weil ja genau ein Cycle pro Cycle ab-
gearbeitet wird), d. h. eben exakt, daf} es sich um einen Rush-Hour-Case handelt.
Bemerkung: Wenn P’(1) < 1 ist dies der Regular-Case, wenn P’(1) = 1 ist dies
der Balanced-Case.

Gleichung 2.14 bedeutet, dafl der triviale Fall P"(z) = 0, also P(z) = py +
(1 =po) -2z (d-h.py =1—=py, po =p3 =---=0), im Rush-Hour-Case (und auch
im Balanced-Case) gar nicht moglich ist, weil hierbei ja ansonsten P’'(z) =1 — pq
wire, was im Zusammenwirken mit Gleichung 2.11 hiefle, dafl P’(z) und damit
auch P'(1) < 1 sein miifite, was ja ein Widerspruch zu Gleichung 2.13 wére.

Gleichung 2.15 fordert, dafi der Konvergenzradius von P(z) grofi genug sei,

um unsere Berechnungen zu unterstiitzen.

Satz 1 Aus der Taylorreihen-Entwicklung, geometrischen Uberlegungen und dem
Rouche-Theorem folgt: P(z) hat zwei Fizpunkte 3 (mit 0 < 3 <1 ) und 1, bzw.

P(z) — z hat eben diese zwei Nullstellen. n
Die Abbildung 2.1 illustriert dies fiir z € R.

BEWEIS: (skizziert) Betrachten wir vorerst P(z), x € R. Es gibt offensichtlich
einen Fixpunkt z = 1. Wenn wir P(z) mittels Taylorreihenentwicklung an
der AnschluBstelle 1 entwickeln (was ja wegen Gleichung 2.15 moglich sein

muf), ergibt dies

fl)=Px) -z = (P(1)= 1)+ (P'(1) = 1)(z — 1) + Ry(z) =
= (P'(1) = 1)(z — 1) + Ry(x).

Da P(0) = py (= ag) > 0 (siehe Gleichung 2.11) und P(1) = 1, folgt:
f(0) =po (= ap) > 0und f(1) = 0. AuBlerdem folgt aus obiger Taylorrei-

henentwicklung, daf fiir ein geniigend kleines € (> 0)

f(z) <0 firze(l—el),



21
weil ja wegen Gleichung 2.13 (P'(1) — 1) > 0 und (z — 1) < 0 ist; d.h.

also, daf} es im Intervall zwischen 0 und 1 mindestens eine Nullstelle von
f(z) geben muf}; von denen wir die kleinste davon  nennen. Weiters gilt,
da§ P(z) fiir x > 0 streng monoton wachsend ist, weil ja P'(z) > 0 sein
muf (siehe Gleichung 2.13 im Zusammenwirken mit der Tatsache, daf ja
alle p, > 0 und k£ > 0 sind fiir alle £ € Ny, und Gleichung 2.14 und die

Erlduterungen zu dieser).

Durch das Theorem von Rouche (siehe z.B. [16]) 148t sich (nun im Bereich
der komplexen Zahlen, also z € C,) leicht zeigen, dafl es nur genau eine
Nullstelle innerhalb des Kreises um den Koordinatenursprung mit Radius 1
gibt und genau eine Nullstelle am Kreis selbst. Aus einfachen geometrischen
Betrachtungen erkennt man, dafl die eine Nullstelle innerhalb des Kreises
(ndmlich () eine einfache Nullstelle ist, weil P'(5) < 1.

Da wir diese beiden Nullstellen bereits auf der reellen Zahlengerade gefunden

haben (nédmlich 3 und 1), ist damit der Satz bewiesen. ]

0=a0

Abbildung 2.1: P(x) und P(x) — x

2.3.3 Weitere Aussagen iiber P(z), = reell, im Rush-Hour-Case

Im vorigen Kapitel 2.3.2 wurde P(z) (mit z € C) bereits untersucht und einige
Erkenntnisse dariiber festgeschrieben. Aus diesen und aus der Abbildung 2.1
ergeben sich weitere Eigenschaften von P(z) im reellen Zahlenbereich (also fiir
z € R), welche wir hier anfiihren und in der Folge beweisen wollen, weil sie
spiter noch mehrmals bei der Berechnung von Schranken diverser Gréflen von

Bedeutung sein werden.
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Satz 2 Firk € Ny, z € R* (also x reell und > 0) und x < Rp, pr, > 0 (und py <
1, weil py ja eine Wahrscheinlichkeit reprdasentiert) und unter Bericksichtigung
der Gleichung 2.1/, welche ja unter anderem besagt, dafi zumindest ein p;, mit

1> 2, >0 sein mufs, gilt:
1. P(x) ist positiv,
2. P(z) ist streng monoton wachsend, und
3. P(x) ist positiv (also nach links) gekrimmt.
n

BEWwEIS: Wenn man dies als (Un-)Gleichungen formuliert, erhlt man (unter Bei-
behaltung der Bedeutung und Einschrinkungen der beteiligten Ausdriicke

wie im Satz 2):

Px) = Y pa® > 0 (2.16)
k>0

P'l(z) = > peka™' > 0 (2.17)
k>1

P'(x) = Y pek(k—1)2"? > 0 (2.18)
k>2

Da in allen drei (Un-)Gleichungen alle darin vorkommenden Ausdriicke je-
denfalls > 0 sind, muf} natiirlich auch jedes Produkt davon und daher auch
jede Summe dieser Produkte > 0 sein. Somit ist also fiir alle drei (Un-

)Gleichungen bereits “> 0” bewiesen.

Da der Satz 2 seine Aussagen auf positive, reelle 2 beschréinkt (x € R*),
miissen daher die in den (Un-)Gleichungen 2.16, 2.17 und 2.18 vorkom-
menden Ausdriicke “z®” jedenfalls > 0 sein. Ebenso sind alle darin als
Multiplikand vorkommenden Ausdriicke “k” > 0. Weiters muf} geméf§ der
Einschrinkung im Satz 2 mindestens ein p;, mit ¢ > 2, > 0 sein, woraus
folgt, dafl genau dieses Produkt, welches eben dieses p; enthélt, > 0 sein
muf. Daher ist die Summe aus zumindest einem Summanden, welcher > 0
ist, und den anderen Summanden, welche alle > 0 sind, jedenfalls auch > 0,

womit der Satz bewiesen ist. m

2.3.4 Schranken von P’(3) im Rush-Hour-Case

Aus Satz 2 im Kapitel 2.3.3 wissen wir bereits, dafl P(z) fiir x € R™ (innerhalb
des Konvergenzradius Rp von P(z), welcher ja in Gleichung 2.15 im Kapitel 2.3.2
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> 1 angenommen wurde) streng monoton wachsend und nach links gekriimmt
ist. Daraus und aus geometrischen Uberlegungen, welche man leicht an Hand
der Abbildung 2.1 nachvollziehen kann, kann man fiir die Schranken von P'([3)
folgende Beziehungen erkennen:

Einerseits muf die Steigung der Tangente im Punkt (/3; ) (also P'(/3)) groBer
sein als die Steigung der Sekante vom Punkt (0; ag) zum Punkt (3; 3), andererseits
muf sie aber kleiner sein als die Steigung der Sekante vom Punkt (3; ) zum Punkt
(1;1). Daher erhélt man unter Beriicksichtigung der Gleichungen 2.11 (P(0) = ay)
und 2.12 (P(1) = 1) und des Satzes 1 (P(5) = )

P(B) — P(0) , P(1) — P(p)
50 < P'(B) < 13
B-a0 _ p 1-5
3 < P'(B) < =5
1—% <P'(p)< 1

Daja ag < [3 ist, ist %0 < 1 und daher 1— %0 jedenfalls > 0 (und natiirlich auch
< 1, weil ja sowohl aqy als auch 3 positiv sind) und damit eine sinnvolle untere
Schranke.

Somit haben wir also folgende Schranken fiir P'(3) erhalten:

1- % <PB) < 1. (2.19)

Diese Schranken werden in spéteren Kapiteln bei der Berechnung der Schranken

anderer Groflen noch mehrmals verwendet werden.
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Kapitel 3

MODELLIERUNG DER ANKOMMENDEN TASKS
MITTELS EINES BAUM-MODELLS

Nachdem im Kapitel 1.2 die Task-Ankiinfte graphisch dargestellt wurden,
kommen wir nun an eine zentrale Stelle unserer Abhandlung. Hier werden nun
die Task-Ankiinfte und die Task-Linge eineindeutig auf die Familie der ebenen
Wurzelbdume abgebildet. Dadurch kann man einerseits auch die Deadline 7" der
Task-Service-Time auf die Weite oder die Gréfie von Baumen abbilden (abhéingig
von der Scheduling-Strategie, siehe im entsprechenden Kapitel 3.1, 3.2 oder 3.3),
andererseits kann man danach die erzeugende Funktion (englisch: Ordinary Gene-
rating Function OGF) dieser Familie von Baumen in die PGF von dazupassenden
Zufallsvariablen iibersetzen (siehe z. B. Kapitel 3.4), sodafl man dann bequem mit

diesen weiterrechnen kann.

KONSTRUKTION EINES BAUMES: Ein Task wird symbolisiert durch einen qua-
dratischen Knoten ([_]), ein Cycle durch einen runden Knoten (O).

Die Task-Lange eines Tasks wird durch die Anzahl der Nachfolgeknoten
(lauter Cycles) bestimmt und mit der Wahrscheinlichkeit fiir diese Nach-
folgeknoten (I; ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Task-Léinge i betrégt)

bewertet.

Treffen wihrend der Bearbeitung eines Cycle ¢ Tasks ein, so erhélt der Cycle
i Nachfolgeknoten (lauter Tasks) und wird mit der Wahrscheinlichkeit fiir
diese Nachfolgeknoten (a; ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ i Tasks eintreffen

wihrend eines Cycle) bewertet.

Die Wurzel eines solchen Baumes ist daher immer der erste Idle-Cycle, mit
welchem ja immer eine Busy-Period (BP) eingeleitet wird. Ein Idle-Cycle,
in welchem keine Tasks ankommen, ist Teil einer Idle-Period und wird re-
priisentiert durch einen einzigen runden Knoten (O) (durch einen degene-

rierten Baum sozusagen).

Ein derart konstruierter Baum stellt hiermit also genau eine BP dar. Der

Beginn einer neuen SBP ist bekanntlich genau dann, wenn der letzte Cycle
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eines Tasks bearbeitet wird und sich kein sonstiger Task mehr in der Tasks-
List befindet. Es wird sich herausstellen, dafl sowohl die SBP als auch die
BP unabhiingig von der Scheduling-Strategie sind und beide nur von der

Anzahl und Rate der ankommenden Cycles abhéngig sind.

Aus diesem Konstruktionsprinzip und der Abarbeitungsreihenfolge ergibt sich
somit die eineindeutige Abbildung von den Task- und Cycle-Ankiinften auf die
Familie der ebenen Wurzelbdume.

Die Abarbeitungsreihenfolge und die Deadline-Violation selbst sind natiirlich
Scheduling-Strategie-spezifisch, ebenso ergeben sich bei gleicher Task-Ankunft
zwar verschiedene Biume, was in Summe aber auf die Linge von BP und SBP
keinen Einflufl hat. Die Unterschiede in der Abarbeitungsreihenfolge zwischen den
verschiedenen Scheduling-Strategien und auch jeweils ein anschauliches Beispiel

siehe in den nun folgenden Kapiteln 3.1, 3.2 und 3.3.

3.1 Baum-Modell bei FCFS

Vorweg seien in der Abbildung 3.1 als Beispiel die Baume dargestellt, welche sich
aus dem Beispiel bei Abbildung 1.1 eineindeutig ergeben.

d. SBP

\ __Grenze
i\ d. SBP

Abbildung 3.1: FCFS: Baum-Modell

ABARBEITUNGSREIHENFOLGE BEI FCFS: Da hier ja ein Tasks ohne Unterbre-
chung immer zur Génze fertig bearbeitet wird, braucht man nur die Ebenen

mit den Tasks zu betrachten. Die Biume werden von links nach rechts,



26

innerhalb eines Baumes die Ebenen der Tasks von oben nach unten und

innerhalb einer Task-Ebene die Tasks von links nach rechts abgearbeitet.

Im Beispiel der Abbildung 3.1 ergibt dies folgende Reihenfolge: T, Ty, T3,
T47 T5; TG; T77 TS) T9; TIO-

DEADLINE-VIOLATION BEI FCFS: Die Deadline wird bekanntlich genau dann
verletzt, wenn vom Eintreffen des Tasks bis zu seiner Abarbeitung mehr
Zeit (in Cycles) verstreicht, als mittels der Deadline vorgegeben ist. Dies

kann man hier folgendermafien priifen:

Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (ndmlich
ein runder, also ein Cycle) und zéhlt von diesem ausgehend alle rechts davon
liegenden Cycles (der gleichen Ebene dieses Baumes) und alle Cycles der
links vom untersuchten Task liegenden “Geschwister”-Tasks. Ubersteigt
die Summe aus dieser Anzahl und der Task-Lange des untersuchten Tasks

die Deadline 7" der Task-Service-Time, so liegt eine Deadline-Violation vor.

Dieses Verfahren konnte man etwas umgestalten und damit vereinfachen.
Man mufl zu diesem Zwecke den Baum ausrichten, sodafl er rechts von
oben nach unten gerade verlduft (vom ersten Idle-Cycle ganz oben, in der
nédchsten Ebene der letzte Task, welcher wihrend dieses ersten Idle-Cycle
eingetroffen ist, darunter der letzte Cycle dieses Tasks und so weiter). Von
dieser am weitesten rechts liegenden Vertikale werden dann die weiteren
Tasks und Cycles nach links hin immer in zueinander parallel verlaufenden
Vertikalen passend eingereiht, wobei sie jedoch weiterhin in der urspriingli-
chen Horizontalen bleiben. Damit hat dieser graphisch umgestaltete, neue
Baum genau die gleiche Bedeutung wie der urspriingliche, jeder Knoten hat
weiterhin denselben Vater- und dieselben Sohn-Knoten. Allerdings erkennt
man jetzt leichter, wie lange ein Task bis zu seiner Bearbeitung warten muf3
und wann er fertig bearbeitet ist: Dies hingt dann nédmlich nur mehr da-
von ab, wie weit der Task bzw. all seine Cycles von der rechtesten Vertikale

entfernt ist bzw. sind — mit anderen Worten, wie breit der Baum ist.

Mit dieser blof graphischen (jedenfalls aber nicht funktionellen) Umgestal-
tung des Baumes ist somit auch das Erkennen einer Deadline-Violation viel
leichter: Sobald die Breite des Baumes, der einer SBP entspricht (— wel-
cher also als Wurzel den Cycle hat, der die SBP startet —), die Deadline T

iibersteigt, ist die Deadline verletzt.
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3.2 Baum-Modell bei pLCFS

Vorweg seien in der Abbildung 3.2 als Beispiel die Baume dargestellt, welche sich
aus dem Beispiel bei Abbildung 1.2 eineindeutig ergeben.

\ __Grenze
d. SBP

Abbildung 3.2: pLCFS: Baum-Modell

ABARBEITUNGSREIHENFOLGE BEI PLCFS: Die Bdume werden hier via Preor-
der-Traversing abgearbeitet, d.h., dal man ausgehend von der Wurzel al-
le Knoten der Reihe nach besucht (immer ganz links beginnend und den
Zweigen entlang gehend) und dabei einen Task genau dann startet, wenn
man ihn derart zum ersten Mal erreicht. Dadurch ergibt sich einerseits
eine Task-Start-Reihenfolge und andererseits auch eine Task-Beendigungs-

Reihenfolge, wann also der letzte Cycle eines Tasks bearbeitet wird.

Im Beispiel der Abbildung 3.2 ergibt dies folgende Task-Start-Reihenfolge:
Ty, Ty, Ty, T3, Ts, T, Tg, T7, Ty, Ty, wihrend die Task-Beendigungs-
Reihenfolge natiirlich anders aussieht: Ty, Ts, T3, Ty, Ty, T5, Tg, T7, Ty,
Tlg.

DEADLINE-VIOLATION BEI PLCFS: Die Deadline wird bekanntlich genau dann
verletzt, wenn vom Eintreffen des Tasks bis zu seiner Abarbeitung mehr
Zeit (in Cycles) verstreicht, als mittels der Deadline vorgegeben ist. Dies

kann man hier folgendermafien priifen:

Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (némlich

ein runder, also ein Cycle) und z#hlt von diesem ausgehend alle Cycles der
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links vom untersuchten Task liegenden “Geschwister”-Tasks inklusive deren
Sohn- und Enkel- etc. -Tasks. Weiters addiert man die Anzahl der Cycles
des untersuchten Tasks und all seiner Sohn- und Enkel- etc. -Tasks (bis
auf die Sohne und Enkel etc. des letzen Cycle). Ubersteigt die Summe aus
diesen beiden Summen die Deadline 7" der Task-Service-Time, so liegt eine

Deadline-Violation vor.

Da weiters bei pLCFES eine Deadline-Violation nur bei dem Task auftre-
ten kann, welcher die BP bzw. die SBP eréffnet (genauer bei einem der
Tasks, wenn ndmlich gleichzeitig mehrere Tasks wéhrend einer Idle-Period
eintreffen), kann man obiges Verfahren zur Bestimmung, ob eine Deadline-
Violation vorliegt, vereinfachen, indem man nur die ersten Tasks, welche
unmittelbar auf den ersten Idle-Cycle folgen, untersucht. Obiges Kriteri-
um lautet dann folgendermafen: Ubersteigt die Grofe des Baumes (also
die Summe seiner Cycle-Knoten), der einer SBP entspricht (— welcher al-
so als Wurzel den Cycle hat, der die SBP startet —), die Deadline T" der

Task-Service-Time, dann liegt eine Deadline-Violation vor.

3.3 Baum-Modell bei nLCFS

Vorweg seien in der Abbildung 3.3 als Beispiel die Baume dargestellt, welche sich
aus dem Beispiel bei Abbildung 1.3 eineindeutig ergeben.

(Idle-Period)

\ __ Grenze
1\ d. SBP

Abbildung 3.3: nLCFS: Baum-Modell

ABARBEITUNGSREIHENFOLGE BEI NLCFS: Die Biume werden hier via Post-
order-Traversing abgearbeitet, d.h., dafl man ausgehend von der Wurzel
alle Knoten der Reihe nach besucht (immer ganz rechts beginnend und

den Zweigen entlang gehend) und dabei einen Task genau dann startet,
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wenn man ihn derart zum ersten Mal erreicht. Haben allerdings Tasks den
gleichen Vater-Knoten (ndmlich einen runden, also einen Cycle), so werden

diese “Geschwister”-Tasks der Reihe nach von links nach rechts besucht.

Hier konnte man natiirlich auch o.B.d. A. die Abarbeitung von “Geschwi-
ster”-Tasks in der anderern Richtung, also von rechts nach links, wihlen.
Dies hétte den Vorteil, dafl man die Abarbeitungsreihenfolge auch bei Tasks
mit gleichem Vater-Knoten nicht als Ausnahme zu behandeln hétte, sondern
auch hier das Postorder-Traversing strikt anwenden konnte, daf3 also auch
solche Tasks von rechts nach links besucht werden (also eben genau dann
gestartet werden, wenn man sie zum ersten Mal erreicht). Es ergébe sich
hiermit natiirlich fiir einen konkreten Fall ein etwas anderer Baum (bzw.
andere Biaume), die Bedeutung dieses Baumes, die Wahrscheinlichkeiten
fiir sein Auftreten oder fiir das Auftreten einer Deadline-Violation blieben

davon aber unberiihrt.

Im Beispiel der Abbildung 3.3 ergibt dies folgende Task-Reihenfolge: Ty,
Ty, Ty, T3, Ts, Tg, T, T7, Ty, Tio, ohne dal es eine davon abweichende
Task-Beendigungs-Reihenfolge géibe, weil ja hier die Tasks, sobald sie einmal

gestartet sind, nicht mehr unterbrochen werden.

Hat man hingegen die andere Variante der Abarbeitung von “Geschwister” -
Tasks gewihlt (— némlich die nach der strikten Postorder-Traversing-Me-
thode, also “Geschwister”-Tasks von rechts nach links —), so ergibe dies
in unserem Beispiel folgende Task-Reihenfolge: Ty, T4, T3, Ty, T7, Tg, Té,
Ty, Tyg, Ty. Diese Task-Reihenfolge 148t sich natiirlich nicht mehr aus den
Baumen der Abbildung 3.3 herleiten, weil ja die Bdume hierbei ein anderes

Aussehen hitten als die in diesem Beispiel.

DEADLINE-VIOLATION BEI NLCFS: Die Deadline wird bekanntlich genau dann
verletzt, wenn vom Eintreffen des Tasks bis zu seiner Abarbeitung mehr
Zeit (in Cycles) verstreicht, als mittels der Deadline vorgegeben ist. Dies

kann man hier folgendermaflen priifen:

Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (némlich
ein runder, also ein Cycle) und z#hlt von diesem ausgehend alle Cycles der
links vom untersuchten Task liegenden “Geschwister”-Tasks inklusive deren
Sohn- und Enkel- etc. -Tasks. Weiters addiert man die Anzahl der Cycles
des untersuchten Tasks selbst (nicht jedoch die all seiner Sohn- und Enkel-

etc. -Tasks). Sodann summiert man noch die Anzahl aller rechts vom Vater-
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Knoten liegenden “Geschwister”-Cycles des Vater-Knotens und die Anzahl

der Cycles aller Sohn- und Enkel- etc. -Tasks dieser “Geschwister”-Cycles.

Ubersteigt die Summe aus diesen drei Summen die Deadline T der Task-

Service-Time, so liegt eine Deadline-Violation vor.

Bei der anderen Variante der Abarbeitung von “Geschwister”-Tasks (—
ndmlich bei der strikten Postorder-Traversing-Methode, also bei der Abar-
beitung von “Geschwister”-Tasks von rechts nach links —) kénnte man das

Auftreten einer Deadline-Violation etwas einfacher priifen:

Vom zu untersuchenden Task geht man zu seinem Vater-Knoten (némlich
ein runder, also ein Cycle) und zihlt von diesem ausgehend alle Cycles
der rechts vom untersuchten Task liegenden “Geschwister”-Tasks inklusive
deren Sohn- und Enkel- etc. -Tasks und weiters summiert man noch die
Anzahl aller rechts vom Vater-Knoten liegenden “Geschwister”-Cycles des
Vater-Knotens und die Anzahl der Cycles aller Sohn- und Enkel- etc. -Tasks
dieser “Geschwister”-Cycles. Sodann addiert man die Anzahl der Cycles des
untersuchten Tasks selbst (nicht jedoch die all seiner Sohn- und Enkel- etc.
-Tasks) hinzu.

Ubersteigt nun die Summe aus diesen drei Summen die Deadline T der

Task-Service-Time, so liegt eine Deadline-Violation vor.

3.4 Symbolische Notation von Bidumen, die OGF

Die erzeugende Funktion (englisch: Ordinary Generating Function OGF) dieser
Familie von ebenen Wurzelbdumen (siehe auch Kapitel 3) 1a8t sich nun folgen-
dermaflen herleiten:

Ein Baum besteht entweder aus einem einzigen Cycle (im Falle eines dege-
nerierten Baumes, d.h. hier im Falle einer Idle-Period), oder aus einem Cycle
mit einem Task (d.h. also ein Cycle, wihrend dessen genau ein Task eintrifft),
oder aus einem Cycle mit zwei Tasks (also ein Cycle, wihrend dessen zwei Tasks
eintreffen) etc.. Ein Task seinerseits enthiilt mindestens einen, maximal endlich
viele Cycles. Da diese Cycles im allgemeinen Fall ihrerseits wieder die Wurzel von
Teilbdumen sein konnen (wenn némlich wihrend des Cycles wieder Tasks eintref-
fen), kann man dies so formulieren, daf§ ein Task einen bis endlich viele Teilbdume
enthalt. Trifft allerdings wihrend eines Cycles kein Task ein, so besteht eben ein

solcher Teilbaum lediglich aus der Wurzel, also nur aus dem Cycle (O) selbst.



31
Dadurch ergibt sich folgende symbolische Notation fiir die OGF dieser Familie

von Baumen:

S—— B S——
k Zweige n Zweige
wobei
B ... die OGF dieser Familie von ebenen Wurzelbdumen und

T ... die OGF der Familie der Tasks ist.

Somit kann man also die betrachteten Bidume mittels dieser geschlossenen Form

einfach und eindeutig beschreiben.
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Kapitel 4

DIE BUSY-PERIOD-DURATION BPD

In diesem Kapitel wird nun die soeben erwédhnte OGF der ebenen Wurzelb&u-
me in die PGF von dazupassenden Zufallsvariablen iibersetzt, sodafl man dann

bequem mit diesen weiterrechnen kann.

4.1 Definition der BPD: B(z)

Sei

B(z) ... die PGF der Linge der Busy-Period (BP), also die PGF der BPD,
b; ... die Wahrscheinlichkeit, da} die BP die Lénge i habe,

dann ist

B(z) = bi2". (4.1)

i>1
4.2 Herleitung der BPD aus P(z), Berechnung von B(z)

Aus der OGF der Familie der ebenen Wurzelbdume im Kapitel 3.4 148t sich nun
leicht die PGF der Lénge der BP, also die PGF der BPD, herleiten. Man braucht
zu diesem Zwecke in der symbolischen Notation der OGF dieser Familie von
Biaumen nur die Baumsymbole (B, 7) durch die entsprechende PGF zu erset-

k . .
7 zu schreiben. Damit ergeben

zen und k Zweige eines Symbols als “(Symbol)
sich (unter Beriicksichtigung der Definitionen von A(z) und L(z) in den Gleichun-

gen 2.7 bzw. 2.8) folgende Zusammenhénge:

B(z) = Y ap2TH(z) =2 a,T%(2) =

— 2. A(T(2)). )
T(z) = gllan(Z):

— L(B(2)).
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Setzt man nun die zweite Gleichung in die erste ein, so erhilt man

B(z) = z-A(T(2)) =

Konvergenzradius von B(z):

Hiermit wurde also fiir B(z) ein impliziter Ausdruck gefunden, welchen wir im
folgenden Kapitel 4.3 ndher untersuchen werden. Um allerdings iiberhaupt giilti-
ge Aussagen iiber B(z) und seine Ableitungen treffen zu kénnen, benétigt man
natiirlich auch einen passenden Konvergenzradius von B(z). Wir setzen daher

voraus:

Ry > 1 (Rg ...Konvergenzradius von B(z)). (4.3)

Daf} dies eine plausible Annahme ist, erkennt man z.B. gleich im Kapitel 4.3.2,

weil ja dort B(z) zumindest an der Stelle 1 konvergiert (wegen: B(1) = ).

4.3 Aussagen iiber die BPD

4.3.1 Berechnung von B'(z)

Durch implizites Ableiten von Gleichung 4.2 nach z und nach Umformen erhélt

man die 1. Ableitung von B(z):

also:

(4.4)
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4.3.2 Berechnung von B(1)

B(1) ist ja gemif Gleichung 2.3 im Kapitel 2.1 die Wahrscheinlichkeit, daf8 die
BP (hier: im Rush-Hour-Case) endlich ist.
Aus Gleichung 4.2 erhélt man durch Einsetzen des Wertes 1

Dies bedeutet, dafi B(1) ein Fixpunkt der Funktion P(z) ist. Weiters wissen wir
bereits aus Satz 1 im Kapitel 2.3.2, dafl P(z) zwei Fixpunkte § und 1 hat, d.h.
daB es in der obigen Gleichung fiir B(1) zwei Losungen gibt. Welche davon ist
hier relevant?

Um dies ermitteln zu konnen, miissen beide Fille durchgerechnet werden und
auf eventuell auftretende Widerspriiche geachtet werden, sodafl man hiermit einen

Fall ausscheiden kann:
BEWEIS:

FALL 1)

B'(

P(1) wegen Gleichung 2.12 gleich 1 setzen:

Sei B(1) =1 (also: alle BP sind endlich): Wir untersuchen nun

1), indem wir in der obigen Gleichung 4.4 den Wert 1 einsetzen und

: P(B(1))
B = 1= 1-P'(B(1)
__r
- 1=P(1)
B 1
1= Py

Da im Rush-Hour-Case ja per definitionem (siehe Gleichung 2.13) P'(1)
> 1 ist, folgt daraus, dal 1 — P'(1) < 0 ist und da daher B'(1) < 0
sein muf.

Andererseits erhédlt man aus der 1. Ableitung von Gleichung 4.1 im
Kapitel 4.1 und Einsetzen des Wertes 1

B'(1)=Sb-i,mith >0 VieN,
i>1
was zur Folge hat, dafl B'(1) > 0 sein mu8.

Dazu steht jedoch obige Behauptung im Widerspruch, daff im Fall 1
B'(1) < 0 sein miifite, woraus folgt, dal der Fall 1 hier nicht als Losung

in Frage kommt.
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Bemerkung: Der Fall 1 wire hingegen die Losung beim Regular-Case,
weil genau bei diesem P'(1) < 1 ist (siehe dazu die Bemerkung zu
Gleichung 2.13), womit es zu keinem Widerspruch kiime, weil dann ja
B'(1) > 0 wire. Damit gilt also fiir den Regular-Case: B(1) = 1 (ist
also die Wahrscheinlichkeit, daf§ eine endliche BP entsteht), B'(1) =
1/(1 — P'(1)) (ist also die mittlere Dauer der BP im Regular-Case).

FALL 2) Sei B(1) = 3 (8 < 1; also: nicht alle BP sind endlich): Auch hier
untersuchen wir analog zum Fall 1 B’(1), allerdings wird fiir P(3) = 8

gesetzt:
, P(B(1))
B = 1= 1-P'(B(1)
_ _PB) _
1—P'(B)
- _B
1—P'(3)

Da im Rush-Hour-Case ja (siehe Beweis des Satzes 1) P'(3) < 1 ist,
folgt daraus, da8 1 — P'(5) > 0 ist und da8 daher B’(1) > 0 sein muf.

Dies steht nicht im Widerspruch zu der im Fall 1 ermittelten Bedin-
gung, dafl B’(1) > 0 sein muf, woraus folgt, daf der Fall 2 die Losung

fiir den Rush-Hour-Case ist.

Somit wurde also folgendes gezeigt:
B(1) = p. (4.5)

Dies ist genau die Wahrscheinlichkeit, dafl im Rush-Hour-Case die BP endlich ist,
d. h., dafl eine endliche BP im Rush-Hour-Case entsteht.

Schranken von B(1): Aus Satz 2 im Kapitel 2.3.3 wissen wir bereits (weil P(x)

streng monoton wachsend ist), daf
ap < ﬂ <1,
womit wir also folgende Schranken fiir B(1) erhalten:

ap < B(1) < 1. (4.6)
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Unendlich lange BP

Die Wahrscheinlichkeit, dafi die BP unendlich lang ist, ist offensichtlich 1 — B(1),
also ist (wegen Gleichung 4.5)

1-B(1)=1-4. (4.7)

Schranken von 1—B(1): Dalaut Gleichung 4.6 B(1) durch ay und 1 beschrénkt
ist, folgen unmittelbar die Schranken fiir 1 — B(1):

0<1—DB(1) <1-—ay. (4.8)

4.3.3 Berechnung von B'(1)

B'(1) ist ja gemif den Erlduterungen bei Gleichung 2.4 im Kapitel 2.1 der Mit-
telwert der Zufallsvariablen B, d.h. also hier, daf§ B'(1) die mittlere Dauer der
endlichen BP angibt.

Man braucht hier nur mehr die Erkenntnisse der beiden vorhergehenden Ka-
pitel bzgl. der Berechnung von B'(z) und B(1) zu vereinen und in Gleichung 4.4
fiir z den Wert 1 einzusetzen und fiir B(1) geméf Gleichung 4.5 den Wert 3:

, P(B(1
B = 1_1Fp(,(1)9)(1))=
P@
T P)
_ g
o 1=P(p)

Somit ergibt sich also fiir B’(1), was ja die mittlere Dauer der endlichen BP ist,

folgende Gleichung:
g

B() = g

(4.9)
Schranken von B'(1): Aus Gleichung 2.19 im Kapitel 2.3.4 wissen wir bereits
die Schranken von P'(/3), weswegen wir nun leicht die Schranken fiir B’(1) ermit-
teln konnen. Durch Anschreiben der Gleichung 2.19 und elementares Umformen

erhilt man sukzessive die Schranken fiir B'(1):
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%> 1-P(8) >0
a _ 1-P(p)

ﬂ2> 3 >0

BQ f R
a—0< 1_7% < "oo7 .

Somit haben wir also folgende untere Schranke fiir B’(1) erhalten, wéhrend es
keine obere Schranke dafiir gibt:
52

— < B(). (4.10)

4.4 Unabhéingigkeit der BPD von der Scheduling-Strategie

Wie bereits bei der Erlduterung zu den Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 ab Seite 8
erwahnt wurde und aus eben diesen Abbildungen vermutet wird, dafl die BPD

unabhéngig von der Scheduling-Strategie ist, soll dies nun néher erdrtert werden.

Satz 3 Die BPD, d.h. die Linge der BP, ist unabhdngig von der gewdhliten
Scheduling-Strategie und von der Deadline T'. n

BEWEIS: Dies 1483t sich sehr leicht an Hand der oben erwidhnten Abbildungen
erlautern. Eine BP beginnt ja bekanntlich genau dann, wenn wihrend einer
Idle-Period ein Task eintrifft (oder gleichzeitig mehrere eintreffen). Ab die-
sem Zeitpunkt wird vom Scheduler immer seriell genau ein Cycle nach dem
anderen abgearbeitet, bis es keine Cycles mehr zu bearbeiten gibt, sodaf
der Task genau seine Linge (also die Anzahl seiner Cycles) als Beitrag zur
BPD liefert.

Zwischenzeitlich eintreffende weitere Tasks werden zwar je nach Scheduling-
Strategie friiher oder spéiter bearbeitet, dies hat jedoch iiberhaupt keinen
Einflufl auf die Linge der BP. Hingegen liefert ein jeder dieser Tasks (ge-
nauso wie der erste Task), sobald er vom Scheduler bearbeitet wird, fiir die
Bearbeitung jedes seiner Cycles genau den Beitrag 1 zur BPD und somit
in Summe genau seine gesamte Linge (also die Anzahl seiner Cycles) als
Beitrag zur BPD. Daher ist die Linge der BP eben genau die Summe der
Langen der darin enthaltenen Tasks +1 (fiir den Idle-Cycle, wihrend dessen
der erste Task eingetroffen ist und der per definitionem auch noch zur BP

hinzu gerechnet wird). Das Ende der BP ist dann erreicht, wenn der letzte
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Cycle bearbeitet wurde und in der Task-List keine Tasks mehr enthalten

sind, sodafl nun eine Idle-Period folgt.

Daraus ersieht man also, daf§ die Linge der BP nur von der Lénge der in
der BP enthaltenen Tasks abhingig ist und die Scheduling-Strategie absolut
keine Auswirkung auf die BPD hat.

Weiters wird aus diesen Erlduterungen klar, da} die Deadline T keinen
Einfluf} auf die BP haben kann. [

Als Folge dieses Beweises erkennt man vielmehr, daf§ die BP nur von der
Anzahl und Rate der ankommenden Cycles abhéngig ist. Genauer: Die Linge
der BP, d.h. die BPD, ist genau die Summe der Task-Lingen der in der BP
enthaltenen Tasks + 1 (fiir den einen Idle-Cycle am Beginn der BP), also genau
die Summe der Anzahl der Cycles jedes in der BP enthaltenen Tasks + 1.
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Kapitel 5
DIE SUB-BUSY-PERIOD-DURATION SBPD

Nachdem wir uns im vorigen Kapitel der BP gewidmet haben, gehen wir
nun sozusagen eine Stufe tiefer, nidmlich zur SBP. Sie ist ja bekanntlich eine
“Teilmenge” der BP und als solche die maximale Begrenzung, binnen welcher ein
beliebiger Task beim System ankommt und auch komplett abgearbeitet wird —
d.h., daf§ ein beliebiger Task von der Ankunft beim System bis zur kompletten
Abarbeitung (also wihrend der Task-Service-Time) komplett innerhalb einer SBP
liegen mu$.

Eine Einfiihrung in die Grundlagen der SBP wurde bereits im Kapitel 1.2
gegeben. Wesentlich ist jedenfalls, dal man damit das Modell verfeinern kann
und daher exaktere Aussagen iiber das Verhalten des Schedulers bei der jeweiligen

Scheduling-Strategie erhiilt und damit die SRD(T') genauer berechnen kann.

5.1 Unabhéingigkeit der SBPD von der Scheduling-Strategie

Die im Kapitel 4.4 gemachten Aussagen fiir die BP gelten analog auch fiir die SBP,
wie weiter unten bewiesen werden wird. Auch hierzu mége man sich die Erldute-
rung der Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 ab Seite 8 und die Abbildungen selbst
anschauen, diesmal mit Hauptaugenmerk auf die in den Abbildungen eingezeich-
neten SBP. Die Tatsache, dafl die SBPD unabhéngig von der Scheduling-Strategie

ist, soll nun néher erdrtert werden.

Satz 4 Die SBPD, d. h. die Linge der SBP, ist unabhdingig von der gewdhlten
Scheduling-Strategie und von der Deadline T'. n

BEWEIS: Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 3 gefiihrt, nur wird nun
eben die SBP betrachtet.

Eine SBP beginnt ja bekanntlich genau beim Beginn einer BP oder am
Ende der unmittelbar vorhergehenden SBP. Sie endet genau dann, wenn
sich bis auf den soeben bearbeiteten Task kein weiterer mehr in der Task-
List befindet und von diesem einen Task gerade der letzte Cycle bearbeitet
wird (und zwar endet sie am Beginn dieses letzten Busy-Cycle, er selbst

wird nicht mehr zur SBP hinzugezéhlt).
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Ebenso wie beim Beweis von Satz 3 fiir die BP liefern auch bei der SBP
genau die Tasks ihren Beitrag zur SBPD, welche zur betrachteten SBP
gehoren. Ein jeder dieser Tasks liefert, sobald er vom Scheduler bearbeitet
wird, fiir die Bearbeitung jedes seiner Cycles genau den Beitrag 1 zur SBPD
und somit in Summe genau seine gesamte Linge (also die Anzahl seiner
Cycles) als Beitrag zur SBPD. Dabher ist die Linge der SBP eben genau die
Summe der Lingen der darin enthaltenen Tasks. In welcher Reihenfolge die
Tasks eintreffen und wie sie auf Grund der Scheduling-Strategie abgearbeitet

werden hat jedoch iiberhaupt keinen Einflufy auf die Lange der SBP.

Daraus ersieht man also, dafl die Linge der SBP nur von der Linge der
in der SBP enthaltenen Tasks abhéngig ist und die Scheduling-Strategie
absolut keine Auswirkung auf die SBPD hat.

Weiters wird aus diesen Erlduterungen klar, da} die Deadline 7" keinen
Einfluf} auf die SBP haben kann. n

Als Folge dieses Beweises erkennt man vielmehr, dafl die SBP nur von der
Anzahl und Rate der ankommenden Cycles abhéngig ist. Genauer: Die Lénge
der SBP, d.h. die SBPD, ist genau die Summe der Task-Lingen der in der SBP
enthaltenen Tasks, also genau die Summe der Anzahl der Cycles jedes in der SBP

enthaltenen Tasks.

Folgerung aus der Unabhingigkeit der SBPD von der Scheduling-Stra-
tegie

Da — wie soeben erwiesen wurde — die SBPD unabhingig von jedweder Sche-
duling-Strategie ist, ist es sinnvoll, die zukiinftigen Berechnungen beziiglich SBP
nur exemplarisch mit einer Scheduling-Strategie durchzufiihren, weil die dabei
gewonnenen Ergebnisse ohnehin fiir alle SBP gelten.

Wir beschrinken uns daher im Verlauf der folgenden Kapitel auf die Sche-
duling-Strategie pLCFS, welche stellvertretend fiir alle anderen moglichen die

benotigten Aussagen liefern wird.

5.2 Symbolische Notation der SBP, die OGF der SBP bei pLCFS

Die OGF der SBP erhélt man analog zur Bestimmung der OGF der BP im Ka-
pitel 3.4.
Ein Baum besteht entweder aus einem einzigen Cycle (im Falle eines dege-

nerierten Baumes, d.h. hier im Falle einer Idle-Period), oder aus einem Cycle
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mit einem Task (d.h. also ein Cycle, wihrend dessen genau ein Task eintrifft),
oder aus einem Cycle mit zwei Tasks (also ein Cycle, wihrend dessen zwei Tasks
eintreffen) etc., wobei der letzte Task geméfl Abarbeitungsreihenfolge (siehe dazu
Kapitel 3) eine Sonderstellung hat: Da ja beim letzten Cycle dieses letzten Tasks
bei pLCFS auf jeden Fall bereits alle Tasks der aktuellen SBP abgearbeitet sind,
ist dieser letzte Cycle dieses letzten Tasks die Grenze der SBP, d. h., dafl er nicht
mehr zur aktuellen SBP hinzugerechnet wird aber eventuell zu einer neuen SBP,
wenn wihrend seiner Abarbeitung neue Tasks eintréfen.

Ein Task seinerseits enthélt mindestens einen, maximal endlich viele Cycles.
Da diese Cycles im allgemeinen Fall ihrerseits wieder die Wurzel von Teilbdumen
sein konnen (wenn nidmlich wihrend des Cycles wieder Tasks eintreffen), kann
man dies so formulieren, dafl ein Task einen bis endlich viele Teilbdume enthilt.
Trifft allerdings wihrend eines Cycles kein Task ein, so besteht eben ein solcher
Teilbaum lediglich aus der Wurzel, also nur aus dem Cycle (O) selbst.

Fiir den speziellen letzten Task (welcher also wihrend des die SBP ertffnen-
den Cycle eingetroffen ist und als letzter (oder einziger) der eventuell gleichzeitig
eingetroffenen Tasks bearbeitet wird), gilt genau das gleiche wie fiir diese “nor-
malen” Tasks mit einer Einschridnkung: Sein letzter Cycle wird eben nicht mehr
zur aktuellen SBP hinzugerechnet.

In der symbolischen Notation wird dieser spezielle letzte Task mit 7 bezeich-
net, sein letzter Cycle mit einem dreieckigen Knoten (/\), um damit anzuzeigen,
daf er nicht mehr zur SBP hinzugerechnet wird. Der Baum fiir die SBP selbst
wird analog zum Baum der BP mit B bezeichnet, die bereits aus dem Kapitel 3.4
bekannten Bidume behalten weiterhin ihre Bezeichnungen (B und 7) und ihre
Bedeutung.

Dadurch ergibt sich folgende symbolische Notation fiir die OGF dieser Familie

von Baumen:

O
B = ao'O-l-Zak /‘\,
E>1 T T T
k — 1 Zweige
,;1 B B A
—_————

n — 1 Zweige
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B, T ... gleiche Bedeutung wie im Kapitel 3.4,

wobei

B ... die OGF dieser Familie von eine SBP reprisentierenden ebenen Wur-

zelbdumen und

T ... die OGF der Familie der speziellen letzten Tasks ist.

5.3 Definition der SBPD bei pLCFS: B(z)
Sei

B(z) ... die PGF der Linge der Sub-Busy-Period (SBP), also die PGF der
SBPD,

b; ... die Wahrscheinlichkeit, daf die SBP die Linge i habe,

dann ist

B(z) = ;51,2’ (5.1)

5.4 Herleitung der SBPD aus BPD bei pLCFS, Berechnung von B(2)

Aus der OGF dieser Familie von ebenen Wurzelbdumen der SBP im Kapitel 5.2
148t sich nun leicht die PGF der Linge der SBP, also die PGF der SBPD, her-
leiten. Man braucht zu diesem Zwecke in der symbolischen Notation der OGF
dieser Familie von Biumen nur die Baumsymbole (B, 7, B und 7) durch die
entsprechende PGF zu ersetzen und k Zweige eines Symbols als “(Symbol)*” zu
schreiben. Damit ergeben sich (unter Beriicksichtigung der Definitionen von L(z)
in der Gleichung 2.8 bzw. der Herleitung von T'(z) im Kapitel 4.2) folgende Zu-

sammenhinge:

B(z) = ay-z+z-Y aT" ' (2) - T(z),
T(z) = Y 1,B"'(2) = BEZ) S 1,B"(2) =

L(B() _T(z)
B(?) B(z)
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Setzt man nun die zweite Gleichung in die erste ein, so erhilt man

B(z) = ap-z+2-) [aka_l(z)] D =

z
= ay-z+——-> aT"(z).
BG) &

Formt man nun den Summen-Ausdruck etwas um, so erkennt man darin die Defi-
nition von A(z) (siehe Gleichung 2.7). Unter weiterer Zuhilfenahme der Herleitung

von B(z) im Kapitel 4.2 (vor Gleichung 4.2), ndmlich daB B(z) = z - A(T(2)),

erhilt man

B(z) = ao-z+%-2aka(z)=
ez [
= ao'z+B?Z)'[A(T(Z))_aﬂ'l]:
= ag-2 c . B(z)—a =
=t [P

= ao'Z+1—(L0'

also
apgr

B(z) =1+ apz — Bl

(5.2)

Konvergenzradius von B(z):

Hiermit wurde also fiir B(z) ein Ausdruck gefunden, welchen wir im folgenden
Kapitel 5.5 ndher untersuchen werden. Analog zum Kapitel 4.2 wollen wir nun

auch fiir B(z) einen passenden Konvergenzradius voraussetzen:
Rz > 1 (Rg...Konvergenzradius von B(z)). (5.3)
Daf} dies eine plausible Annahme ist, erkennt man z.B. gleich im Kapitel 5.5.2,

weil ja dort B(z) zumindest an der Stelle 1 konvergiert (wegen Gleichung 5.5 und
Gleichung 5.6).
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5.5 Aussagen iiber die SBPD bei pLCFS

5.5.1 Berechnung von B'(z) bei pLCFS

Durch einfaches Ableiten von Gleichung 5.2 nach z erhilt man die 1. Ableitung
von B(z):

B(z) = 1+agz—%
B() = ap— aOB(z)B;(Z(;zB'(z),

was also zu folgender Gleichung fiihrt:

ao - [B*(2) — B(2) + 2B'(2)]

5.5.2 Berechnung von B(1) bei pLCFS

B(1) ist ja gem#B Gleichung 2.3 im Kapitel 2.1 die Wahrscheinlichkeit, daf die
SBP (hier: im Rush-Hour-Case) endlich ist.
Aus Gleichung 5.2 erhélt man durch Einsetzen des Wertes 1 fiir z
-1

B(1) = 1+ao-1—%:

Qg

1+a0—m,

was wegen Gleichung 4.5 im Rush-Hour-Case zu

B(l)=1+a— =2 (5.5)
B
fithrt. Dies ist also genau die Wahrscheinlichkeit, daf§ im Rush-Hour-Case die

SBP endlich ist, d. h., daf} eine endliche SBP im Rush-Hour-Case entsteht.

Schranken von B(1): Da bekanntlich gy < 3 < 1 ist (siche Satz 2 im Kapi-
tel 2.3.3), folgt, daBB 1 < 1/3 < 1/ay ist und daher ay < ay/f < 1. Daraus folgt,
daB einerseits (fiir ag/f < 1)

§(1):1+a0—%>a0,
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und andererseits (fir ag/3 > ap)

E(l):1+a0—%<1,

womit wir also folgende Schranken fiir B(1) erhalten:

Unendlich lange SBP

Die Wahrscheinlichkeit, dafl die SBP unendlich lang ist, ist offensichtlich 1 — B(1),

also (wegen Gleichung 5.5) ag/ — ap, und somit ist

1-B(1) = ag(> — 1). (5.7)

Schranken von 1-B(1): Dalaut Gleichung 5.6 B(1) durch ag und 1 beschréinkt

ist, folgen unmittelbar die Schranken fiir 1 — B(1):

0<1-DB(1) <1-ap. (5.8)

5.5.3 Berechnung von B'(1) bei pLCFS

B'(1) ist ja gemif den Erliuterungen bei Gleichung 2.4 im Kapitel 2.1 der Mit-
telwert der Zufallsvariablen B, d.h. also hier, daB B'(1) die mittlere Dauer der
endlichen SBP angibt.

Man braucht hier nur mehr die Erkenntnisse der vorhergehenden Kapitel bzgl.
der Berechnung von B'(z), B(1) und B'(1) (siche Gleichungen 4.5 und 4.9) zu
vereinen und in Gleichung 5.4 fiir z den Wert 1 einzusetzen, fiir B(1) geméf
Gleichung 4.5 den Wert # und fiir B'(1) gemifi Gleichung 4.9 den Ausdruck

p/(1 = P'(B)):

ao - [B*(1) - B(1) +1-B'(1)] _
B*(1) a

ao - [52 -0+ %/(5)]

— iz —

ap B3 — 6+ %’(ﬁ)

B B '

B'(1) =
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Somit ergibt sich also fiir B'(1), was ja die mittlere Dauer der endlichen SBP ist,
folgende Gleichung;:

B() = %'lB_H%PI(m]:
1 !

— ao-l1—5+5-1_7p,(ﬂ)]. (5.9)

Schranken von B (1): Aus der Abschiitzung fiir B'(1) in Gleichung 4.10 im
Kapitel 4.3.3 wissen wir bereits, dafl

? ' 15}
a_0<B(1):1—7P'(5)’
also ist 3 |
a6 1=P(B)

Damit konnen wir nun in Gleichung 5.9 den einen Ausdruck abschitzen und
erhalten derart eine Abschiitzung fiir B'(1), indem wir ein paar elementare Um-

formungen durchfiihren:

— [ 1 1 1
B(l) = ap- 1_B+B'1—7P’(ﬂ) >
11 ]
> Qap - 1—B+B'a—0] =
_ 1 1 1 _
= aqap- _B+a_0 =
= CLO—%-F].:
= 1—|—a0—%.

Da weiters ay < (3 ist (weil ja P(x) streng monoton wachsend ist fiir x € R* und
r < Rp — siehe Satz 2 im Kapitel 2.3.3), muf} % <1 sein und daher —% > —1.
Damit konnen wir nun bei der Abschétzung fortsetzen und erhalten

B'(1) > 1+a0—% >
> l4ag—1 =
= Qg .
Somit haben wir also folgende untere Schranke fiir B'(1) erhalten, withrend es

keine obere Schranke dafiir gibt:

ay < B'(1). (5.10)
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Kapitel 6

BPD UND SBPD BEI BERUCKSICHTIGUNG DER
DEADLINE T

Wie wir bereits in den vorigen Kapiteln gesehen haben, sind sowohl die BP
als auch die SBP unabhéngig von der Scheduling-Strategie und auch unabhingig
von der Task-Service-Time Deadline 7', weil sie ja nur die Cycle-Ankunftsrate
widerspiegeln. Andererseits werden wir jedoch in diesem Kapitel erstmals auch
die Deadline T mit beriicksichtigen und sowohl fiir die BPD als auch fiir die SBPD,
wenn sie die Deadline T nicht verletzen, eine passende PGF definieren und diese

naher untersuchen.

6.1 Definition der BPD bei Deadline T: Br(z)

Sei

Br(z) ... die PGF der Linge der Busy-Period (BP), welche die Deadline T nicht
verletzt, also die PGF der BPD, unter der Zusatz-Einschrinkung, dafl die

Deadline T' nicht verletzt wird,

bir ... die Wahrscheinlichkeit, daf die BP die Lénge ¢ habe und die Deadline T’

nicht verletze,

dann ist
i>1

Bemerkung: Man beachte, daf§ allgemein b; 7 # b; ist, wobei b; die Wahrschein-
lichkeit ist, dal die BP die Lénge i hat (siehe Definition der BPD im Kapitel 4.1),
und zwar ohne Berticksichtigung der Deadline 7. Aus wahrscheinlichkeitstheore-

tischen Uberlegungen ist offenbar, daf
bi’TSbi,VZ’EN

gelten mufl.
Weitere Abschitzungen von b;r mit b; und in der Folge von Br(z) mit B(z)

und auch die Berechnung von Grenzwerten siehe im Kapitel 6.5.
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Annahme iiber den Grenzwert von b; r:

Da man allerdings a priori keine Aussage iiber die Monotonie von b; s bei fi-
xem ¢ und variablem 7' treffen kann — wir untersuchen ja beliebige Scheduling-
Strategien, ohne sie in dieser Hinsicht vorweg einschriinken zu wollen —, kénnen
wir auch nichts iiber einen moglichen Grenzwert fiir 7' — oo folgern (— die obere
Schranke b; alleine ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend dafiir).

Daher treffen wir, um einerseits ein sinnvolles Modell und andererseits auch
eine gute Grundlage fiir die spéiteren Grenzwertberechnungen zu haben, folgende

Annahme:

T—00

Diese Annahme erscheint fiir die meisten der herkémmlichen Scheduling-Stra-
tegien sicherlich passend und richtig, lediglich irgendwelche extra konstruierte
Exoten diirften diese Annahme nicht erfiillen.

Diese Annahme gelte jedenfalls im ganzen hier vorliegenden Papier.

6.2 Definition der SBPD bei Deadline T: Br(z)

Sei

Br(z) ... die PGF der Liinge der Sub-Busy-Period (SBP), welche die Deadline
T nicht verletzt, also die PGF der SBPD, unter der Zusatz-Einschrinkung,
dafl die Deadline T nicht verletzt wird,

Ei,T ... die Wahrscheinlichkeit, dafl die SBP die Linge 7 habe und die Deadline

T nicht verletze,

dann ist

i>1

Bemerkung: Man beachte, daf§ allgemein b; 1 # b; ist, wobei b; die Wahrscheinlich-
keit ist, da} die SBP die Linge i hat (siehe Definition der SBPD im Kapitel 5.3),
und zwar ohne Berticksichtigung der Deadline 7. Aus wahrscheinlichkeitstheore-

tischen Uberlegungen ist offenbar, daf

Ei’TSEi,ViEN
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gelten mufl.
Weitere Abschitzungen von b; 7 mit b; und in der Folge von Br(z) mit B(2)

und auch die Berechnung von Grenzwerten siehe im Kapitel 6.6.

Annahme iiber den Grenzwert von Ei,T:

Da man auch hier analog zum Kapitel 6.1 a priori keine Aussage iiber die Mono-
tonie von Ei,T bei fixem ¢ und variablem T treffen kann, konnen wir auch nichts
iiber einen moglichen Grenzwert fiir T — oo folgern (— die obere Schranke b;
alleine ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend dafiir).

Daher treffen wir genauso wie im Kapitel 6.1 folgende, fiir die spiteren Grenz-

wertberechnungen niitzliche Annahme:

Wie bereits im Kapitel 6.1 erwéhnt, erscheint auch diese Annahme fiir die meisten
der herkbmmlichen Scheduling-Strategien sicherlich passend und richtig.

Diese Annahme gelte jedenfalls im ganzen hier vorliegenden Papier.

6.3 Herleitung der BPD bei Deadline 7', Berechnung von Br(z)

Nun gehen wir daran, eine nicht-deadline-verletzende Busy-Period zu konstruie-
ren: Der einfachste Fall ist, daf sie nur aus einem einzigen Cycle (geméf De-
finition der BP muf} dies ein Idle-Cycle sein) besteht. Wenn nicht, besteht sie
aus einer oder mehreren nicht-deadline-verletzenden Sub-Busy-Periods, welche
alle unmittelbar aneinander anschlielen, plus dem letzten, nicht mehr zur letzten
SBP zihlenden Busy-Cycle. Als notwendige Einschrinkung diirfen diese nicht-
deadline-verletzenden SBP jedoch nicht aus einem einzigen Idle-Cycle bestehen
sondern miissen mindestens einen Task enthalten (sonst wire ja in der BP, welche
sich aus diesen SBP zusammensetzt, eine “Liicke”, was aber gem&f Definition der
BP nicht sein darf).

Setzen wir diese “Bauanleitung” nun in eine Gleichung fiir die PGF der Lénge
der nicht-deadline-verletzenden BP um, dann erkennt man folgende mathemati-
sche Ausdriicke: Der einzige Idle-Cycle wird représentiert durch den Ausdruck
apz, welcher zum Rest hinzu addiert wird, weil er ja alternativ auftritt. Ei-
ne nicht-deadline-verletzende SBP (allerdings ohne einen Idle-Cycle), wird durch

den Ausdruck By (z) —agz reprisentiert, wo eben agz subtrahiert wird, um damit
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den Idle-Cycle auszuschlieen. Da diese nicht-deadline-verletzenden SBP alter-
nativ beliebig oft (mindestens einmal) auftreten konnen, bedeutet dies, dafl man
dafiir 35, (obiger Ausdruck)® schreibt. Der noch ausstéindige letzte, nicht mehr
zur letzten SBP zdhlende Busy-Cycle wird nun noch zu diesem Ausdruck mittels
“.ap2” hinzu multipliziert. Somit erhalten wir folgende Gleichung fiir die PGF

der Lénge der nicht-deadline-verletzenden BP, also fiir By (z):

Br(z) = apz +

> (Br(2) — apz)k| - apz .
k>1

Durch Herausheben von agz und das Hineinnehmen des restlichen Terms in die
Summe (wegen: 1 = z°) kann man dies unter Zuhilfenahme der Formel fiir eine

geometrische Reihe (Y452 = 1/(1 — ) wesentlich vereinfachen:

Br(z) = apz+ ]CZ(ET(z) - aoz)k] Sz =
= az- |1+ ICZ(FT(Z) — agz)k] =

= az- | > (Br(z) — aoz)k] =

k>0
1
1 — (Br(2) —agz) ’

= Q9=

sodafl man endgiiltig folgende Gleichung fiir Br(z) erhélt:

o Qg2
N 1 —ET(Z) + agpz .

Br(z) (6.5)

Konvergenzradius von Br(z) und By(2):

Nun wollen wir noch fiir By(z) und Br(z) jeweils den Konvergenzradius abschiit-
zen. Da alle b;r < b; sind, folgt daraus, dafl der Konvergenzradius von Brp(z)

jedenfalls > dem von B(z) sein mufi:
R, > Rp (Rp, ...Konvergenzradius von By(z)). (6.6)

Analog gilt, daf} alle Ei,T < b; sind, sodaB also der Konvergenzradius von ET(z)
jedenfalls > dem von B(z) sein muf:
Rp, > Ry (Rgy, ...Konvergenzradius von Br(z)). (6.7)

T
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6.4 Aussagen iiber die BPD und SBPD bei Deadline T
6.4.1 Berechnung von B/(z)

Durch einfaches Ableiten von Gleichung 6.5 nach z und Umformen erh#lt man
die 1. Ableitung von Br(z):

Br(z) = 1— FT(O,Z) + apz
Bl(s) — ao(l — Br(z) + apz) — agz(—By(2) + ap) _

(1 — Br(2) + apz)?
ag — agBr(2) + a2z + agz By (2) — a2z
B (1 — Br(2) + apz)? B
ao — agBr(2) + agzBy(2)

(1 — Br(2) + apz)?

was also zu folgender Gleichung fiihrt:

, _ap(1 = Br(2) + 2Bp(2))
Br(z) = (1-Br(z) +apz)?2

6.4.2 Berechnung von Br(1)

Br(1) ist ja gemdfl Gleichung 2.3 im Kapitel 2.1 und gemé8 der Definition der
BPD bei Deadline T im Kapitel 6.1 und gemé&f der Gleichung 6.1 die Wahrschein-
lichkeit, dafl die BP (hier: im Rush-Hour-Case) die Deadline T" nicht verletzt. Aus
Gleichung 6.5 erhélt man durch Einsetzen des Wertes 1 fiir 2

ao'l
Br(l) = —
() 1—Br(1)+ap-1°
und somit
Br(l) = —— (6.9)
T _1—§T(1)+a0 .

Dies ist also genau die Wahrscheinlichkeit, da} im Rush-Hour-Case die BP die
Deadline T nicht verletzt.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl im Gegensatz dazu die BP die Deadline T verletzt,
ist folglich 1 — By(1), also 1 — (ag/(1 — Br(1) + ag)) und somit ist

_ 1-B(1)
1= Bp(1)4ag

1 - Br(1) (6.10)
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6.4.3 Berechnung von B/.(1)

Bl(1) ist ja gemif den Erlauterungen bei Gleichung 2.4 im Kapitel 2.1 der Mit-
telwert der Zufallsvariablen Br, d.h. also hier, da§ B7.(1) die mittlere Dauer der
nicht-deadline-verletzenden BP angibt.

Man braucht hier nur mehr in Gleichung 6.8 fiir 2 den Wert 1 einzusetzen und

erhalt hiermit

ap(1 — Br(1) + 1 - Bp(1))

Br(1) = (1= Br(1) +ag - 1)2

Somit ergibt sich also fiir B/.(1), was ja die mittlere Dauer der nicht-deadline-

verletzenden BP ist, folgende Gleichung:

ag(1 — Br(1) +§,T(1)) _

Br(1) = (1 — Br(1) + ag)?

(6.11)

6.5 Abschitzung und Grenzwert der BPD bei Deadline T (Br(z2))

In diesem Kapitel wird die im Kapitel 6.1 definierte PGF der Lénge der nicht-
deadline-verletzenden BP, also die PGF der nicht-deadline-verletzenden BPD,
d.h. also Br(z),

e cinerseits mittels B(z), also der PGF der BPD ohne Beriicksichtigung der
Deadline T', abgeschétzt und

e andererseits deren Grenzverhalten fiir eine sehr grofle Deadline 7', genauer

fiir T'— oo, bestimmt.

Wir werden sehen, daf§ sich im Grenzbereich (T' — o0) By(z) durch B(z) anné-
hern 148t.

6.5.1 Abschitzung von Br(z)

Nun vergleichen wir Br(z) (= Y;51 birz") mit B(2) (= Y;51 b;2"): Aus Kapitel 6.1
wissen wir bereits, daf

bi’TSbi,VZ’EN

gelten mufl. Dies kann man nun konkretisieren:
Es muf} gelten:
fire <T : bipr = b,
fire>T @ bipr < b,
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weil ja einerseits fiir ¢ < T die Deadline T nie verletzt werden kann und anderer-
seits fiir i > T entweder die Deadline T verletzt wird (und damit b; 7 < b; wire)
oder sie nicht verletzt wird (und damit b, 7 = b; wére).

Daraus resultierend kann man nun leicht Br(z) mit B(z) abschitzen, indem
man in deren Definitionen (Gleichungen 6.1 bzw. 4.1) die Summanden kompo-
nentenweise miteinander vergleicht:

Wegen des soeben erhaltenen b; 7 < b;, Vi € N ist natiirlich
bi,T'ZiSbi'Zi,ViEN,Z€R+,

und daher ist auch 3,5, b;r2" < 351 02", fiir z € RT und |2| < Rp, womit man
schliefllich folgende Abschétzung erhilt:

Br(z) < B(z) . (6.12)

6.5.2 Grenzwert von Br(z)

Nun wollen wir den limr_,o Br(2) = limz_s0 3554 bi 2" berechnen. Leider kann
man hier den “lim” nicht ungepriift in die Summe hineinziehen und somit anstatt
dessen = 3, [limp_, o bi72'] schreiben, weil es sich ja hier um eine unendliche
Reihe handelt. Unter gewissen Voraussetzungen (siehe unten) ist dies aber doch
moglich.

Daher werden wir nun mit Hilfe der Annahme aus Gleichung 6.2 und einem
Hilfssatz aus [5] (“Continuity Lemma”) zeigen, dafl der Grenzwert von Br(z) mit
T — oo gleich B(z) ist:

Lemma 1 (“Continuity Lemma” aus [5]) Unter der Voraussetzung, dafs b; v
< b; ist fir alle i und T, gilt: imsup,;_, . \/|b;| = 1/Rp fir 0 < R < oo und

limy o0 by = b; fiir alle i genau dann, wenn B(z) den Konvergenzradius Rp hat

und limy_,, Br(z) = B(2) fir alle |2| <r < Rp gleichmdfig konvergiert. m
BEWEIS:

RICHTUNG “==": Dajalaut Voraussetzung b; 7 < b; (und beide > 0) sind,

ist lim sup;_, o /|bi,r| < limsup;_, . \/|b;| = 1/Rp fiir alle T. Daher hat
B(z) den Konvergenzradius Rp und der Konvergenzradius Rp,. von

Br(z) ist > Rp fiir alle T.

Nun wihlen wir fiir ein beliebiges € (> 0) eine davon und von r abhéngi-
ge Marke N (N = N(e,r)) derart, daB ;o 5 bir® < ¢, dann 148t sich
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fiir |z2| <r < Rp folgendes herleiten:

|B(Z) - BT(Z)| = szz’ - Zbi,TzZ =
i>1 i>1
N . .
= Z(bz — bi’T)Zl + Z (bz - bi’T)Zl S
i=1 i>N
N . .
< (b — bir)2" |4+ | D biz'| + | D birzt| <
i=1 i>N >N
N
< > (b —=bi)r' + > birt 4+ Y bt <
1=1 >N >N
N
< S by —by)rt D bt > bt =
1=1 >N >N
N . .
= Z(b — bi’T)’I“Z +2- Z biT‘l <
1=1 >N

Mz

< (b —sz)T +2€

.
Il
-

was, wenn man 7' grofl genug wihlt, sodafl jedenfalls die obige endliche

Summe < € ist, zu
|B(z) — Br(z)] < €+2e¢=3¢

fiihrt. Damit ist also |B(z) — Br(z)| unabhéngig von z kleiner als 3e,
womit die gleichméBige Konvergenz von Br(z) — B(z) fiir T — oo

und |z| < r < Rp bewiesen.

RICHTUNG “<=": Wegen der (gleichmifligen) Konvergenz von Br(z) —
B(z) fiir T — oo innerhalb des Konvergenzradius Rp ist jedenfalls fiir
ein beliebiges z mit 0 <z <r

i>1
Da alle Summanden in der Summe nicht-negativ sind, gilt folgende
Abschéatzung fiir jedes ¢ und ein beliebiges x in den oben angefiihrten

Grenzen:

Fiir T' — oo geht nun die rechte Seite gegen 0, womit zwangsldufig auch
die mittlere gegen 0 gehen muf}, womit die Konvergenz limy_, b; 7 = b;

bewiesen ist.
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Da hier alle Bedingungen dieses Lemmas erfiillt sind (die Beschrénktheit von
b; r nach oben durch b;; der Konvergenzradius Rp von B(z); unsere Annahme aus
Gleichung 6.2 beziiglich limy_, b; 1), haben wir hiermit also den Grenzwert von
Br(z) erhalten:

lim Br(z) = B(z). (6.13)

T—00

Insbesondere heifit dies fiir z = 1 (unter Zuhilfenahme von Gleichung 4.5):
Jim Br(l) = B(l)=7, (6.14)

womit also gezeigt wurde, dafl die Wahrscheinlichkeit, dafl die BP die Deadline T’
nicht verletzt, fiir groe T" gegen die Wahrscheinlichkeit, dafl die BP endlich ist
(ndmlich = (), strebt.

6.6 Abschitzung und Grenzwert der SBPD bei Deadline T (Br(z))

In diesem Kapitel wird die im Kapitel 6.2 definierte PGF der Lénge der nicht-
deadline-verletzenden SBP, also die PGF der nicht-deadline-verletzenden SBPD,
d.h. also Br(z),

e cinerseits mittels B(z), also der PGF der SBPD ohne Beriicksichtigung der
Deadline T', abgeschétzt und

e andererseits deren Grenzverhalten fiir eine sehr grofle Deadline 7', genauer

fiir T" — oo, bestimmt.

Wir werden sehen, daf§ sich im Grenzbereich (T — oo) Br(z) durch B(z) anné-
hern l48t.

Hier gehen wir ganz analog zum vorigen Kapitel 6.5 beziiglich Abschétzung
und Grenzwert von Br(z) vor. Es wird daher im jetzigen Kapitel nicht mehr
in derselben Ausfiihrlichkeit wie im vorigen vorgegangen, sondern nur mehr die

wesentlichen Aussagen dargestellt.

6.6.1 Abschitzung von Br(z)

Nun wird Br(2) (= Yis1 birz") mit B(z) (= Y451 b;2*) verglichen: Aus Kapitel 6.2
wissen wir bereits, daf
Ei,TSEi,ViEN
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gelten muf}, was konkreter folgendermaflen formuliert werden kann:

fire <T
fire>T

(]

SIS

bir
bir <

(2]

mit der analogen Begriindung wie eben im vorigen Kapitel 6.5 bei der Abschét-
zung von Brp(z).

Daraus resultiert wieder wegen der Definitionen von Br(z) und B(z) (Glei-
chungen 6.3 bzw. 5.1) und wegen der soeben erhaltenen Beziehung zwischen b;
und b;

bir -2 <b -2 ,VieN,zeR",
und daher ist auch Y5, b rz' < ;5 2%, fiir 2 € RT und |2| < Ry, womit man
schliefllich folgende Abschétzung erhilt:

Br(z) < B(z). (6.15)

6.6.2 Grenzwert von Br(z)

Nun wollen wir den limp_,o, Br(2) = limp_,o Y1 b; 77" berechnen. Auch hier
kann man wie im Kapitel 6.5.2 leider den “lim” nicht ungepriift in die Summe
hineinziehen und anstatt dessen = Y5, [limy_,q b; 72'] schreiben, weil es sich ja
hier um eine unendliche Reihe handelt. Unter gewissen Voraussetzungen (siehe
unten) ist dies aber doch méglich.

Daher verwenden wir nun die Annahme aus Gleichung 6.4 und wieder das
Lemma 1, um zu zeigen, dafi der Grenzwert von Brp(z) mit T — oo gleich B(z)
ist:

Da hier alle Bedingungen von Lemma 1 erfiillt sind (die Beschrinktheit von
b; 7 nach oben durch b;; der Konvergenzradius Rz von B(z); unsere Annahme aus
Gleichung 6.4 beziiglich limy_, o, Ei,T), haben wir hiermit also den Grenzwert von
Br(z) erhalten:

lim Br(z) = B(2). (6.16)

T—o0
Insbesondere heifit dies fiir z = 1 (unter Zuhilfenahme von Gleichung 5.5):

. = — a
lim Br(1) = B(l):1+a0—ﬁ0, (6.17)

womit also gezeigt wurde, dafl die Wahrscheinlichkeit, dafl die SBP die Deadline
T nicht verletzt, fiir grole T" gegen die Wahrscheinlichkeit, daf} die SBP endlich
ist, strebt.
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6.7 Grenzwerte der (héheren) Ableitungen von Br(z) und Br(z)

Analog zu den in den vorigen Kapiteln 6.5 und 6.6 fiir By(z) respektive By ()
durchgefiihrten Abschitzungen und Grenzwertberechnungen 148t sich dies auch
fiir beliebige Ableitungen dieser beiden PGF tun.
In den folgenden Ausdriicken sei f(™ (z) die m-te Ableitung der Funktion f(z),
dann kann man derart analog
BIM(2) =Y big-i(i— 1) (i — (m — 1))z
>m
mit
BM(z) =3 bi-i(i— 1)+ (i — (m—1))2™
i>m
abschétzen und
By (z) = S b -i(i—1)--- (i — (m — 1))z
i>m
mit
B (2) =S b -ili — 1) (i — (m — 1)) .
i>m
Die Abschétzung ergibt sich offensichtlich aus den Abschétzungen beziiglich b; 7
bzw. b; 7 im Kapitel 6.1 bzw. im Kapitel 6.2. Man erhilt somit endgiiltig folgende
Abschétzungen:

2
3
&
N
o
3
&

BV(z) < B™() .

Zur Berechnung der Grenzwerte zieht man auch hier das Lemma 1 heran. Als
Folgerung dieses Lemmas im Zusammenwirken mit dem Weierstrafschen Doppel-

reihen-Theorem (siehe [7], Seiten 133-136) ergeben sich dann folgende Grenzwerte:

' (m) — pm

711_1)1;10 By (2) B'™(z) (6.18)
. plm) _ plm

Jlgrolo By (2) = B (2). (6.19)

Insbesondere heifit dies fiir z = 1:

ILI—E&BT (1) B'™(1) (6.20)
Tim B (1) = B, (6.21)

wovon wir spéter, bei der Berechnung des Grenzwertes des Mittelwertes der
SRD(T) im Kapitel 7.4, Gebrauch machen werden.
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6.8 Unabhingigkeit der Grenzwerte (der Ableitungen) von Br(z) bzw.

von Br(z) von der Scheduling-Strategie

Wie bereits in Satz 3 und Satz 4 festgestellt, sind sowohl die BPD als auch die
SBPD unabhéngig von der Scheduling-Strategie und auch unabhingig von der
Deadline T. Dies bedeutet daher auch, dafl die entsprechenden PGF, nidmlich
B(z) respektive B(z), davon unabhingig sind.

Folglich miissen auch alle Ableitungen dieser beiden PGF davon unabhéngig
sein, weil ja beim Ableiten nicht pl6tzlich 7" hinzukommt und genausowenig die
Scheduling-Strategie dabei eine Rolle spielt. Dies ist auch leicht aus den bis jetzt
bekannten Ableitungen in Gleichung 4.4 und Gleichung 5.4 ersichtlich, weil ja
darin nur die Terme P(...), P'(...) und B(...) respektive die Terme B(...) und
B'(...) auftreten, welche allesamt unabh#ngig von der Scheduling-Strategie sind.
Durch weiteres Ableiten dieser Ableitungen konnen bekanntlich keine weiteren,
davon unabhéngige Terme entstehen.

Somit gilt also folgender Satz (als Folge von Satz 3 und Satz 4):

Satz 5 Die m-te Ableitung der PGF der BPD und der SBPD, also B™(z) bzw.
F(m)(z), fir m € Ny, ist unabhdngig von der Scheduling-Strategie und von der
Deadline T n

Im Gegensatz dazu sind selbstverstiindlich By(z) und By(2) einerseits abhiin-
gig von der Deadline T' (was ja aus ihrer Definition unmittelbar hervorgeht) und
andererseits auch abhingig von der jeweils angewendeten Scheduling-Strategie,
weil es ja genau bei der Betrachtung, ob nun die BP bzw. die SBP die Deadline
T verletzt, entscheidend ist, wann mit der Bearbeitung eines Tasks begonnen und
geendet wird, ob er eventuell sogar unterbrochen wird etc. .

Folglich miissen auch alle Ableitungen dieser beiden PGF davon abhéngig sein,
was man ganz leicht aus deren Definitionen ersieht: Die darin vorkommenden
Terme b;7 bzw. b;r bleiben bei der m-ten Ableitung offensichtlich ab i > m
erhalten. Da aber b;r bzw. Ei,T sowohl Information iiber die Deadline T als
auch iiber die Scheduling-Strategie enthélt (siehe auch die Erkldrungen im obigen
Absatz), gilt folgender Satz:

Satz 6 Die m-te Ableitung der PGF der BPD und der SBPD unter Berticksich-
tigung der Deadline T', also B(Tm)(z) bzw. ngm)(z), fiir m € Ny, ist abhdngig von
der Scheduling-Strategie und von der Deadline T . [
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Nun braucht man nur mehr aus dem Satz 6 mittels Gleichung 6.18 bzw. Glei-
chung 6.19 den Grenziibergang fiir B(Tm)(z) bzw. E(Tm)(z) zu machen, um da-
mit B™ (2) bzw. E(m)(z) als Grenze zu erhalten und kann damit unter Zuhilfe-
nahme von Satz 5 unmittelbar die Unabhéngigkeit von der Scheduling-Strategie

schlieflen:

Satz 7 Die Grenzen (wenn T — oo) der m-ten Ableitung der PGF der BPD und
der SBPD unter Bericksichtigung der Deadline T, also von Bém)(z) bzw. von

ngm)(z), fir m € Ny, sind unabhdingig von der Scheduling-Strategie und von der
Deadline T -

Dies machen wir uns im Kapitel 7.4 zunutze, um dort die Unabhéngigkeit des

Grenzwertes des Mittelwertes der SRD(T') von der Scheduling-Strategie zu zeigen.



Teil IV

Der Successful-Run

61



62

Kapitel 7

DIE SUCCESSFUL-RUN-DURATION SRD(T)

Bis dato haben wir nun alle bendtigten “Bausteine” fiir einen Successful-Run
zusammengetragen. Diese sind insbesondere die nicht-deadline-verletzende BP
und die nicht-deadline-verletzende SBP mit den jeweiligen PGF der Léinge der
nicht-deadline-verletzenden BP bzw. SBP, niimlich Br(z) respektive Brp(z).

Nun konnen wir also daran gehen, aus diesen einen Successful-Run zu kon-
struieren und aus dem daraus entstehenden Modell Aussagen iiber die SRD(T)

zu treffen.

7.1 Definition der SRD(T): Sr(z)
Sei

St(z) ... die PGF der Linge eines Successful-Run, also die PGF der Successful-
Run-Duration SRD(T'), welche ja per definitionem die Deadline T bertick-
sichtigt,

sir ... die Wahrscheinlichkeit, da§ die SRD(7") die Lange 7 habe (daf also genau
1 Cycles nach dem Start des Computersystems eine deadline-verletzende BP

beginnt),

dann ist

ST(Z) = Z SZ',TZi. (71)

i>1

7.2 Herleitung der SRD(T)

Nun konstruieren wir einen Successful-Run (— die Definition dessen siehe im
Kapitel 1.2): Am kiirzesten ist er, wenn gleich die erste BP die Deadline T verletzt.
Wenn dem nicht so ist, so kann die erste BP eine nicht-deadline-verletzende sein
aber die zweite die Deadline verletzen. Allgemein kann man dies so erweitern,
daB also auf 0 bis n nicht-deadline-verletzende BP eine deadline-verletzende BP

folgt. Per definitionem reicht der Successful-Run vom Start des Computersystems
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genau bis zum Beginn der deadline-verletzenden BP und die SRD(T) ist genau

die Zeitdauer eines solchen Successful-Run.

Die Abbildung 7.1 stellt diesen Aufbau eines Successful-Run anschaulich dar.
Die genaue Bedeutung der einzelnen Elemente der Abbildung ist bei der Erlaute-
rung zu den Abbildungen 1.1, 1.2 und 1.3 ab Seite 8 zu finden.

Anz. d. Tasks
[ in Task-List Deadline-
Violation

o

SBP . i sBP | SBP | | iSBP! SBP

-—— -
Zeit (in
Cycles)

1

| BP - BP oo
— SRD(T) —

Abbildung 7.1: Die Successful-Run-Duration

Jedenfalls ersieht man aus der Abbildung, daf§ der Successful-Run beliebig vie-
le nicht-deadline-verletzende BP und eine abschliefende deadline-verletzende BP
enthilt. Nun setzen wir diese “Bauanleitung” in eine Gleichung fiir die PGF der
Lange eines Successful-Run, also in eine Gleichung fiir die PGF der SRD(T') (also
S7(z)) um: Da ja alternativ entweder keine oder eine oder allgemeiner beliebig
viele nicht-deadline-verletzende BP den Beginn des Successful-Run bilden, wird
dies — weil ja die PGF der nicht-deadline-verletzenden BP gemé&fl Gleichung 6.1
gleich Br(z) ist — durch den Ausdruck “14Br(z)+ B#(z)+ B}(z)+: - -” repriisen-
tiert. Der Umstand, daf die terminierende BP die Deadline T jedenfalls verletzt,
schligt sich darin nieder, dafl die Wahrscheinlichkeit dafiir (n&mlich 1 — Bp(1)
gemif Gleichung 6.10) zum bereits erhaltenen Ausdruck hinzu multipliziert wird.
Somit erhilt man folgende Gleichung fiir die PGF der SRD(T):

Sr(z) = (1+ Br(z) + B3(2) + Bi(2) +--+) - (1 — Br(1)) .

Wegen 1 = BY(z) kann man dies unter Zuhilfenahme der Formel fiir eine geome-
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trische Reihe (¥;592" = 1/(1 — )) wesentlich vereinfachen:

Sr(z) = Z;B%(Z) -(1-Br(1)) =
1
= 1B (1= Br(1)),

womit man schlielich folgende Gleichung fiir St (z) erhélt:

_ 1-Br(1)

7.3 Berechnung des Mittelwertes der SRD(T)

Der Mittelwert der SRD(T) ist ja gem&fl den Erlduterungen bei Gleichung 2.4 im
Kapitel 2.1 gleich der 1. Ableitung der PGF der SRD(7') an der Stelle 1. Wir

berechnen also vorerst die 1. Ableitung

11— B(1)
) = T80
(1= Bi))(=By()
) = TR
(1= Br(1)(By(2)
- B2

woraus wir unmittelbar durch Einsetzen des Wertes 1 fiir 2 und Umformen

(1 = Br(1))(Br(1)) _
(1 - Br(1))?
Br(1)
1- Br(1)

[57(2)].z0 = S7(1) =

erhalten. Somit ergibt sich fiir die mittlere Dauer der SRD(T)

Br(1)

ESRD(D)] = (1) = =5 4

(7.3)

7.4 Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T)

Hier braucht man nur mehr die Erkenntnisse aus den Kapiteln 6.5 und 6.6 iiber
die Berechnung der Grenzwerte von BPD respektive SBPD bei Deadline T" und
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aus dem Kapitel 6.7 iiber die Grenzwerte der (hoheren) Ableitungen von Br(2)

und Br(z), und zwar die Gleichungen 6.14 und 6.20, zu beriicksichtigen, um

By(1
i si) = i 2 =
_ limy_,o Bp(1)
~ limgpeo(1 — Bp(1))
B'(1)
1 - B(1)

zu erhalten. Unter Zuhilfenahme der Gleichungen 4.5 und 4.9 fiir B(1) respektive
B'(1) erhélt man

B
. / _ 1=P(B) _
1 8
-6 1-P(B)’

womit man schliefflich den Grenzwert fiir die mittlere Dauer des Successful-Run
erhilt:

_ 1 B8

S 1-8 1-P(B)

Da ja bei Anwendung von Satz 7 bei der Herleitung von limg_,., S7-(1) al-

le darin vorkommenden B}m)(l) in B(™ (1) iibergehen, welche unabhingig von

E[SRD(T)] = $}(1) , wobei lim S}(1)

der Scheduling-Strategie sind, ist auch der Grenzwert selbst (lim(...)) davon un-
abhéngig. Dies ist auch sehr leicht daran zu erkennen, dafl in diesem Grenzwert
nur 3 und P’(f) vorkommen, welche bekanntermafien weder von der Scheduling-
Strategie noch von der Deadline T" abhéngen. Also gilt dieser Grenzwert fiir alle
Scheduling-Strategien im Rush-Hour-Case, weswegen wir dies zur Deutlichkeit

noch extra formulieren:

Satz 8 Im Rush-Hour-Case gilt fir alle Scheduling-Strategien (d.h. also, un-
abhdingig von jedweder Scheduling-Strategie) unter der Voraussetzung von Glei-
chung 6.2 und Gleichung 6.4 (limp_, b;r = b; bzw. limp_, byr = b;):

Die mittlere SRD(T) strebt mit wachsendem T gegen einen nur von der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der ankommenden Cycles abhingenden Wert, d. h.,

1 g
1—5 1-P(p)
wo P(x) die PGF eben dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung ist und 3 der kleinste
Fizpunkt davon.

E[SRD(T)] —

, fir T — oo,
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Kapitel 8
QUINTESSENZ UND AUSBLICK

8.1 Quintessenz

Abschliefflend kann also zusammengefafit werden, daf§ wir fiir alle Scheduling-

Strategien zwar einen geschlossenen Ausdruck zur Ermittlung des Mittelwertes
der SRD(T) gefunden haben (siche Gleichung 7.3), nimlich

Br(1)

BISRD(T)) = Sp(1) = =%

wobei aber die explizite Berechnung der darin vorkommenden Ausdriicke By(1)
und Bl(1) gemiB Gleichungen 6.9 respektive 6.11 zu den Ausdriicken By (1) und
Bi(1) fiihrt, welche allerdings ihrerseits nicht direkt berechnet werden kénnen,
sondern wo nur Abschitzungen und Grenzwerte dafiir gefunden werden konnten.

Daher wurde schliefilich der Grenzwert fiir den Mittelwert der SRD(T’) ermit-

telt, welcher sich als unabhdingig von jedweder Scheduling-Strategie erwies:

1 B

E[SRD(T)] = Sp(1) — 1= 31— P(p)

Cfir T'— oo .

Dieser gibt ein gutes Bild iiber das Verhalten des Computersystems wieder, weil
er ja bei relativ kleiner Task-Execution-Time (= Task-Lénge) und im Verhéltnis
dazu relativ grofer Deadline T" sehr nahe an die echte SRD(7T') heranreicht.

Beispiel

Als anschauliches Beispiel mochte ich hier in Tabelle 8.1 und in Tabelle 8.2 fiir
verschiedene Werte von 3 und P’(f) den Grenzwert der mittleren SRD(T') be-
rechnen. Da ja sowohl [ als auch P'(3) beschréinkt sind (siehe Satz 1, Satz 2 und
Gleichung 2.19), werden hierfiir natiirlich nur Werte innerhalb dieser Schranken
angenommen. Interessant sind insbesondere die Werte in der Nédhe der jeweiligen
Grenzen.

Offensichtlich wéchst fiir grofies 5 und groles P'(3) (d.h. fir g — 1, P'(B)
— 1) der Grenzwert der mittleren SRD(T") unbeschriinkt an (siehe Tabelle 8.2),



8 [P(B) [ limre Sr(1)
0,001 | 0,001 | 0,001002003
0,01 | 0,01 |0,01020304
0,05 | 0,01 |0,053163
0,05 | 0,05 |0,055401
0,05 | 0,1 |0,058479
0,05 | 0,5 |0,105263
0,05 | 0,9 |0,526315
0,1 |01 |0,123456
0,1 |05 |0,222222
01 |09 |1,111111
0,2 |01 |0,277777
0,2 |05 |05

0,2 |09 |25
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Tabelle 8.1: Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T) fiir kleines # und P’'((3)

3 P'(B) | limy_ye0 Si(1)
0,5 |0,1 1,11
05 |05 2,00
0,5 |09 10,00
0,9 |0,1 10,00
0,9 |05 18,00
0,9 |09 90,00
0,95 | 0,1 21,11
0,95 | 0,5 38,00
0,95 | 0,9 190,00
0,95 | 0,95 380,00
0,95 | 0,99 1900,00
0,99 | 0,99 9900,00
0,999 | 0,999 999000,00

Tabelle 8.2: Grenzwert des Mittelwertes der SRD(T') fiir groies # und P'([3)

wihrend er fiir kleines 5 und kleines P'(/3) (d. h. fiir 5 — 0, P'(3) — 0) sehr klein
wird (konkret: gegen 3 strebt) (sieche Tabelle 8.1).

Dies ist insofern nachvollziehbar, weil ja bei grofiem bzw. kleinem /3 auch ay (=
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Po) groBl werden kann bzw. klein werden muf (siehe dazu Satz 2), wo bekanntlich
ag bzw. py die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen keines Tasks bzw. keines
Cycles wéhrend eines Cycles ist. Und wenn eben diese Wahrscheinlichkeit grof3
ist, so wird verstindlicherweise — weil ja nun relativ wenig Cycles eintreffen —
die SRD(T') grofler werden, wihrend bei einer kleinen solchen Wahrscheinlichkeit
natiirlich mehr Cycles eintreffen und daher die SRD(T') kleiner werden wird.

8.2 Ausblick

In diesem Papier wurde eine fiir alle ankommenden Tasks gleiche Deadline T
beriicksichtigt und deren mittlere SRD(T') fiir den Rush-Hour-Case berechnet.
Fiir den Regular-Case wurde dies bereits in den Papieren [16], [3] und [17], fiir
den Rush-Hour-Case bei FCFS auch schon in [2] ermittelt.

Dariiber hinaus kénnte es eventuell fiir zukiinftige Anforderungen interessant
und lohnenswert sein, einerseits auch fiir verschieden groe Deadlines T;, (i = 1,
...) Ergebnisse zu erhalten und andererseits auch z.B. die Varianz oder weitere
héhere Momente zu berechnen. Die Vermutung liegt nahe, dafl auch die héheren
Momente von SRD(T) fiir wachsendes T' unabhéngig von der Scheduling-Strategie
sind, weil sie wahrscheinlich auch nur Ableitungen von Br(z) und von Brp(z)
enthalten werden.

Auch konnte man noch die hier erhaltenen Ergebnisse an Hand konkreter
Wahrscheinlichkeitsverteilungen wie z. B. der Poisson-Verteilung, welche sicherlich
eine gut passende Modellierung der Cycle-Ankunftsrate darstellt, untermauern.

Weiters harrt auch noch der Balanced-Case — zur Erinnerung: bei diesem
ist die mittlere Cycle-Ankunftsrate = 1 (also P'(1) = 1) — auf seine genaue

Untersuchung.
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