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F�ur meine Eltern



ZusammenfassungSymbolische Veri�kation von Echtzeitprogrammenvon Bernhard ScholzDie in dieser Arbeit vorgestellte Thoerie verwendet symbolische Analysemethoden,um Echtzeitprogramme automatisch zu veri�zieren.Zeit ist in einem Programm eine implizite Gr�o�e. Sie ist von der Maschine,auf dem das Programm l�auft, und vom Programm selbst abh�angig.Wir wandeln ein Programm in ein Zeitprogramm um. Die Zeit ist als Variableim Zeitprogramm enthalten, und f�ur jede Anweisung wird sie um die Zeit derAusf�uhrung der Anweisung erh�oht. Am Ende der Berechnung steht nicht nur dasErgebnis, sondern auch die Zeit f�ur die Auswertung des Ergebnisses zur Verf�ugung.Die symbolische Analyse berechnet aus dem Zeitprogramm die Zeitfunktion.Ohne das Programm auszuf�uhren, gibt die Zeitfunktion das zeitliche Verhaltendes Programms an.Mit geeigneten symbolischen Methoden kann die Spezi�kation mit Hilfe derZeitfunktion �uberpr�uft werden.
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Kapitel 1EINLEITUNGEchtzeitprogramme unterscheiden sich von anderen Programmen: Sie m�ussennicht nur richtige Ergebnisse liefern, sondern ihre Ergebnisse in der vorgesehenenZeit berechnet haben. Es gibt aber zur Zeit keine Echtzeit-Werkzeuge, die vollau-tomatisch die zeitliche Korrektheit eines Programms �uberpr�ufen k�onnen. Jedochist gerade in \hard realtime systems" eine zeitliche �Uberpr�ufung unbedingt erfor-derlich. Ein Zeitfehler kann in diesen Systemen katastrophale Folgen haben.Semiautomatische Methoden (vgl. [48, 59, 50]) wurden bereits vorgestellt. Siehaben den Nachteil, da� der Programmierer �uber Informationen, die im Programmenthalten sind, Aussagen tre�en mu�. Das Hinzuf�ugen von bereits bestehenderInformation birgt Fehlerquellen in sich und ist f�ur \hard realtime systems" nichtpraktikabel.Diese Arbeit stellt eine Theorie vor, die es erm�oglicht, ein vollautomatisches�Uberpr�ufungsprogramm zu programmieren, das das Echtzeitverhalten von Pro-grammen testet. In den folgenden Kapitel werden massiv NP-vollst�andige For-malismen erkl�art. Die meisten Formalismen lassen sich nur mit kompliziertenAlgebrawerkzeugen(vgl. [63]) implementieren. Wir gehen aber davon aus, da� diestatische Analyse eines Programmcodes weniger Zeit in Anspruch nimmt, als dasAusmessen und �Uberpr�ufen des gesamten Eingaberaums.Mit Hilfe der symbolischen Analyse wird f�ur ein Programm eine Zeitfunktionerstellt. Die Zeitfunktion berechnet f�ur eine gegebene Eingabe die Ausf�uhrungszeitdes Programms. Das zeitliche Verhalten kann daher, ohne das Programm aus-zuf�uhren, bestimmt werden. Die symbolische Veri�kation �uberpr�uft, ob f�ur einebeliebige Eingabe die Zeitfunktion des Programms immer kleiner als die spezi�-zierte Zeit des Programms ist. Diese Art der Analyse erlaubt es uns, den Testauf Prozedurebene durchzuf�uhren. Dadurch kann sehr viel Zeit f�ur die Analyseeingespart werden. Der Aufwand ein komplettes Programm zu �uberpr�ufen, istexponentiell h�oher als die einzelnen Prozeduren des Programms zu testen.Wir verwenden eine imperative Minisprache � -Simple. Sie wurde entwickelt,um die Formalismen in der symbolischen Analyse einfacher darzustellen. Die hier



2vorgestellten Algorithmen k�onnen jederzeit auf kompliziertere Sprachen, wie Ada,Pascal oder C abgebildet werden.Die Sprache � -Simple besitzt nur zwei Datentypen: Arrays und beschr�ankteSkalare. Skalare k�onnen nur Zahlen aus einem endlichen Intervall der ganzenZahlen sein. Arrays sind endlich in ihrer L�ange und Dimension. Das prozedu-rale Konzept von � -Simple ist sehr einfach gehalten. Prozeduren k�onnen sichgegenseitig aufrufen. Als Argumente von Prozeduren sind \Call by address" Va-riablen und \Call by value" Ausdr�ucke zugelassen. In Prozeduren k�onnen lokaleVariablen deklariert werden, deren Werte zu Beginn unde�niert sind. Als Anwei-sungen sind die Null-Anweisung, die Zuweisung, die Hintereinanderausf�uhrung,die If-Anweisung und die While-Schleife erlaubt. In Ausdr�ucken k�onnen die Ope-ratoren: +;�; � und div verwendet werden. Eine Bedingung in einer Schleife oderIf-Anweisung wird aus Relationen =; 6=; <;>;�;�, Junktoren (and; or) und demNicht-Operator zusammengesetzt. Ein-/Ausgabeanweisungen werden zun�achstnicht behandelt. Die Eingabe erfolgt, indem die globalen Variablen eines Pro-gramms auf die gew�unschten Werte gesetzt werden. Nach der Ausf�uhrung desProgramm beinhalten die globalen Variablen die Ausgabe des Programms.1.1 �UberblickDie Arbeit ist in zwei Kapitel aufgeteilt. Das erste Kapitel \Zeit und Echtzeit"beschreibt grunds�atzliche Probleme der Zeit in Echtzeitprogrammen, und wie wireine Zeitfunktion f�ur ein gegebenes Programm erhalten. Weiters wird die Veri�-kation f�ur Echtzeitprogramme skizziert.Das zweite Kapitel besch�aftigt sich ausschlie�lich mit \symbolischer Analyse".Es wurden einige neue Formalismen f�ur die symbolische Analyse von Program-men entwickelt. Wir verwenden diese Formalismen, um die Zeitfunktion einesProgramms zu �nden. Diese Techniken wurden in den fr�uhen 70ern f�ur Pro-grammveri�kation entwickelt. Danach stoppte die Entwicklung und erst in denletzten Jahren wurde sie f�ur unterschiedlichste Forschungsthemen wieder interes-sant (vgl. [31, 15, 14]).
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Kapitel 2ZEIT UND ECHTZEIT2.1 AllgemeinEchtzeitprogramme m�ussen in der spezi�zierten Zeit ihre Berechnungen abge-schlossen haben. Zeit ist aber eine implizite Eigenschaft eines Programms. Sie istabh�angig von der Maschine1 und vom Programm selbst2.Um die Zeit f�ur eine bestimmte Eingabe zu ermitteln, wird das Programm inein Zeitprogramm transformiert. Das Zeitprogramm ist das urspr�ungliche Pro-gramm, jedoch wird eine globale Zeitvariable hinzugef�ugt, die zu Beginn der Ab-arbeitung auf Null gesetzt wird. F�ur jedes Konstrukt im Programm, das Zeit f�urdie Abarbeitung ben�otigt, wird die Zeitvariable erh�oht. Nach der Auswertung ei-nes Zeitprogramms steht uns nicht nur das Ergebnis zur Verf�ugung, sondern auchdie Zeit, die f�ur die Berechnung des Ergebnisses verwendet wurde.Zun�achst erscheint dieses Vorgehen sinnlos, da es in der heutigen Zeit exakteUhren in fast jedem Echtzeit-Rechner gibt. Jedoch kann die Uhr nur w�ahrend derLaufzeit (a posteriori) abgefragt werden. Das Zeitprogramm eines Programms hataber die implizite Gr�o�e der Zeit explizit gemacht und durch geeignete symbolischeAnalysemethoden(vgl. [11],[51]) kann eine Zeitfunktion �uber der Eingabe gefundenwerden. Diese Zeitfunktion erlaubt uns, f�ur jede Eingabe, ohne das Programmauszuf�uhren, die Zeit der Berechnung anzugeben.Der Test, ob die Spezi�kation erf�ullt ist, kann mit dieser Methodik modula-risiert werden. Die bisherigen Arbeiten (vgl. [58],[48]) verwenden eine konstanteZeitschranke und m�u�en daher das ganze Programm analysieren3. Unser Ansatzerlaubt es, auf Prozedurebene zu testen. Die Spezi�kation ist eine Funktion �uberden Parametervariablen der Prozedur. Mit Hilfe der Zeitanalyse wird eine Zeit-funktion gefunden und es wird veri�ziert, ob die Spezi�kation immer gr�o�er gleichder Zeitfunktion des Programms ist.1Auf einem schnellen Rechner l�auft ein Programm schneller als auf einem langsamen.2Eine Schleife, die 10 mal durchlaufen wird, braucht mehr Zeit als die selbe Schleife, die nur5 mal durchlaufen wird.3Auf Prozedurebene kann zwar mit konstanter Schranke getesten werden, hat aber den Nach-teil, da� die Schranke zu hoch angesetzt werden mu�, um korrekte Ergebnisse zu erhalten.



4F�ur ein Programm bzw. eine Prozedur mit einer Zeitfunktion �P und einerSpezi�kation �S mu� gelten (X ist eine beliebige Eingabe):8X : �P (X) � �S(X)(2.1)2.2 Zeit als Gr�o�eDie Zeit ist in unserem Zeitmodell eine diskrete Gr�o�e. Wir gehen von einem Mi-kroprozessor aus, der mit einer konstanten Periode getaktet wird und die Dauereines Maschinenbefehls kann in Taktzyklen exakt gemessen werden (Einheit �=Taktzyklus). Die Computerzeit ct wird mit einer perfekten Echtzeit rt synchro-nisiert. ct = rt + �; j�j � �(2.2)Wobei � die Genauigkeit der Computerzeit angibt (vgl. [39]). Da wir nur dieinternen Ereignisse | Programm startet bzw. stoppt | betrachten, haben wirnun das Problem, da� die Zeit der Spezi�kation im System der perfekten Echtzeitund die Zeitfunktion des Programms in der Computerzeit modelliert sind.Wir k�onnen beide Zeiten in einer a priori Analyse nur am Programmstart syn-chronisieren. Wir m�ussen daher f�ur jede Anweisung einen zus�atzlichen Aufschlagmit einrechnen, der die Schwankungen der Computerzeit ber�ucksichtigt.6
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Abbildung 2.1: Perfekte Echtzeit vs. ComputerzeitDie Zeit ist in unserem Modell eine diskrete Gr�o�e und kann daher auf dienat�urlichen Zahlen abgebildet werden. F�ur Zeitintervalle verwenden wir folgendeNotation:



5� Ein Zeitintervall T besteht aus einer unteren und einer oberen Zeitschranke[u; o]. Es mu� gelten: u � o.� Eine Zeitdauer t ist im Zeitintervall T , wenn gilt:t 2 T () u � t � o(2.3)� Die Addition zweier Zeitintervalle T1; T2 ist:T1 + T2 = [u1 + u2; o1 + o2](2.4)� Ein Zeitintervall T1 ist im Zeitintervall T2 enthalten, wenn gilt:T1 � T2 () u1 � u2 ^ o1 � o2(2.5)2.3 ZeitschemaF�ur ein Programm wird die Zeit mit Hilfe eines Zeitschemas T modelliert. Ohnedie Laufzeit f�ur eine gegebene Eingabe zu messen, ermittelt das Zeitschema dieZeit f�ur die Ausf�uhrung des Programms. Wir erhalten eine symbolische Zeit, diekeine physikalische Gr�o�e ist. Erst durch exaktes Messen kann das Zeitschemaauf Korrektheit �uberpr�uft werden.Eine vollst�andige Korrekheit ist erst dann gegeben, wenn f�ur jedes ProgrammP in der Sprache und f�ur alle Eingaben X, die symbolische Zeit gleich der gemes-senen ist. 8P : 8X : T (P;X) � �P (X)(2.6)Die Funktion �p(X) ist eine Me�funktion, die die exakte Laufzeit in Taktzyklenmi�t. Da wir von einer deterministischen Maschine ausgehen, ist die Me�funktioneine Funktion, die f�ur ein Argumentenpaar P und X immer die gleiche Anzahl vonTaktzyklen liefert. Die Zeit f�ur die Ausf�uhrung kann Schwankungen unterworfensein, da die Berechnung ein physikalischer Proze� ist. Die Anzahl der Taktzyklenist aber in einer beliebigen Wiederholung der Messung f�ur ein gegebenes Paar Pund X konstant und kann gez�ahlt werden.Die symbolische Zeit ist eine Gr�o�e im logischen Modell des Zeitschemas. DieZeit der Me�funktion ist eine reale physikalische Gr�o�e. Beide Zeiten k�onnennur w�ahrend der Ausf�uhrung des Programms bestimmmt werden (a posteriori).



6Das Zeitschema macht aber die Zeit virtuell: Das Programm kann auf einer an-deren Maschinen mit unterschiedlichem zeitlichen Verhalten ablaufen. Mit Hilfedes Zeitschemas kann trotzdem die Ausf�uhrungszeit der urspr�unglichen Maschineermittelt werden.Es ist sehr aufwendig, ein Zeitschema zu erstellen, das die Forderung nachvollst�andiger Korrektheit erf�ullt. Moderne Hardwarestrukturen verwenden Ca-ches und Pipelines. Das zeitliche Verhalten von Caches und Pipelines ist deter-ministisch. Die Anzahl der Zust�ande ist aber immens gro�, soda� eine exakteAnalyse fast nicht m�oglich ist. Zus�atzlich werden in den heutigen Compilern ag-gressive Optimierungsstrategien eingesetzt, die den Programm
u� des erzeugtenMaschinenprogramms stark ver�andern und eine Zeitanalyse erschweren.Es ist daher einfacher, eine Absch�atzung f�ur die symbolische Zeit zu �nden.8P : 8X : �P (X) 2 T (P;X)(2.7)Ein Zeitintervall wird im Zeitschemata berechnet. Das Intervall gibt eine untereund obere Schranke f�ur die symbolische Zeit an. Die gemessene Zeit mu� daherim Intervall von T (P;X) liegen. Das allgemeinste Zeitintervall [0;1] erf�ullt dievollst�andige Korrektheit, ist aber nicht aussagekr�aftig genug. In den meistenF�allen k�onnen engere Zeitschranken gefunden werden.Die Absch�atzung sollte nicht global f�ur die Bewertung eines sprachlichen Ele-ments erfolgen, sondern f�ur jede Auspr�agung neu bewertet werden. Beispiel: Wennein Mikroprozessor einen speziellen Befehl f�ur das Inkrementieren von Variablenhat und der Compiler eine Zuweisung der Form v := v + 1 optimiert, verwendetdas Zeitschema die zeitliche Abschrankung der Zuweisung. Die Folge ist eine zuhohe Absch�atzung f�ur die Ausf�uhrungszeit der Zuweisung.Eine globale Bewertung mu� f�ur alle m�oglichen Auspr�agungen eines sprach-lichen Elements die zeitliche Korrektheit erf�ullen. Eine zu hohe Absch�atzung istdie Folge. Engere Grenzen sind nur dann zu bekommen, wenn die Auspr�agungeines Elements auf Maschinencodeebene zeitlich analysiert und dann in das Zeit-schema eingesetzt wird. Wir ben�otigen entweder einen speziellen Compiler, derdie �Ubersetzungsmuster zeitlich bewertet und diese Information dem Zeitschema�ubergibt oder es wird der ganze Maschinencode des Programms analysiert. DasReengineering des Maschinencodes eines Programms ist allerdings sehr komplexund es wird in den seltensten F�allen eine direkte Zuordnung zu den sprachlichenElementen im Hochspracheprogramm gefunden.



7E1opE2 T op+ T (E1) + T (E2)(E) T ( )+ T (E)c T cv T vv[E] T v[ ]+ T (E)Tabelle 2.1: Ein Operator op ist ein Element aus der bin�aren Operatorenmengef+;�; �; divg. E1 rel E2 T rel+ T (E1) + T (E2)C1 and C2 T and+ T (C1) + T (C2)C1 or C2 T or+ T (C1) + T (C2)not C T not+ T (C)Tabelle 2.2: Eine Relation rel ist ein Element aus der Relationenmenge f=; 6=; <;�; >;�g.2.3.1 Eine naive De�nition des ZeitschemasIn der folgenden De�niton verwenden wir eine globale Bewertung f�ur das zeitlicheVerhalten von sprachlichen Elementen, d.h., da� jede Zuweisung (in Abh�angigkeitdes Ausdrucks) den gleichen Zeitaufschlag erh�alt.Ein Zeitschema ist eine Funktion �uber ein � -Simple Programm S und eineEingabe X. Das Ergebnis ist ein Intervall in den nat�urlichen Zahlen und bestimmtdie obere und untere Grenze der symbolischen Zeit:T : S �X ! N � N(2.8)In den Tabellen 2.1, 2.2 und 2.3 sind die Zeitschemata f�ur jedes sprachliche Kon-strukt von � -Simple angegeben. Prozeduren werden sp�ater behandelt. In derDe�nition der If- und While-Anweisung wird die Funktion valy verwendet. Siegibt an, ob die If- bzw. Schleifen-Bedingung zu true oder false ausgewertet wird.Beispiel. Das Beispiel in Abb. 2.2 addiert zur Variable x den Wert ein. Danachwird wieder die Variable x um zwei inkrementiert, falls x kleiner y ist. AndernfallsyIm Unterkapitel 3.2 wird sie genau beschrieben.



8null T nullvar := E T var :=E + T (E)vec[E1] := E2 T vec[E1]:=E2 + T (E1) + T (E2)S1;S2 T ;+T (S1) + T (S2)if C then S1 else S2 T if+ T (C) +8><>:T then + T (S1); val(C) = trueT else + T (S2); val(C) = falsewhile C do S T while+ T (C)+8><>:T loop+ T (while C do S); val(C) = trueT exit; val(C) = falseTabelle 2.3: Zeitschema f�ur eine Anweisung.decl x,y:[1..100];.....x:=x+1;if x < y thenx:=x+2elsey:=y+3Abbildung 2.2: Beispielprogramm f�ur das Zeitschemawird die Variable y um drei erh�oht.Wir nehmen an, da� x den Wert 10 und y den Wert 20 besitzt. Wir berech-nen die symbolische Zeit mit den Zeitkonstanten einer �ktiven Maschine. DieKonstanten sind in Tab. 2.4 aufgelistet.Zun�achst wird die Zeit f�ur die Hintereinanderausf�uhrung der Zuweisung undder If-Anweisung ermittelt. Das Programm in Abb. 2.2 wird mit P abgek�urzt.T (P ) = T (S1;S2)= T ;+ T (S1) + T (S2)= [0; 5] + T (S1) + T (S2)Der Platzhalter S1 ist die Zuweisung x := x + 1 und wird weiter mit Hilfe der



9Top [5,10]T( ) [0,3]Tv [10,30]Tc [4,10]Tv[ ] [20,50]Trel [4,10]Tand [4,10]Tor [4,10]Tnot [4,8]

Tv:=E [25,40]Tv[E]:=E [30,60]T; [0,5]Tif [20,70]Twhile [30,80]Tloop [3,8]Texit [2,10]Tcall [100,150]Tthen [10,20]Telse [10,20]Tabelle 2.4: Zeitkonstanten einer MaschineRegeln des Zeitschemas aufgel�ost. F�ur die Konstante 1 auf der rechten Seite derZuweisung wird die Regel Tc angewendet, f�ur die Variable x die Regel Tv und f�urdie Addition die Regel Top.T (P ) = [0; 5] + T var :=E + T (x+ 1) + T (S2)= [25; 45] + T v + T op+ T c+ T (S2)= [44; 95] + T (S2)Die zweite Anweisung ist eine If-Anweisung. In Abh�angigkeit der Bedingungaddiert das Zeitschema die Zeit des Then-Zweigs bzw. die Zeit des Else-Zweigs zuder Gesamtzeit auf. Die Variable hat vor der Ausf�uhrung der If-Anweisung denWert 11 und die Variable y den Wert 20. Die Bedingung ist \x kleiner y", d.h.,da� der Then-Zweig ausgef�uhrt wird.T (P ) = [44; 95] + T if+ T then + T (x < y) + T (x := x + 2)= [74; 185] + T v + T rel+ T v + T (x := x + 2)= [98; 255] + T (x := x+ 2)Die Zeit f�ur die Zuweisung x := x+2 ist das Intervall [44; 90]. Die fr die Ausfhrungbentigte Zeit liegt daher im Intervall:T (P ) = [98; 255] + [44; 90]= [132; 345]



10Die hier ermittelte Zeit ist eine symbolische Zeit. Wenn die gemessene Zeitf�ur die Ausf�uhrung des Programms mit der Eingabe x = 10 und y = 20 in diesemsymbolischen Zeitintervall liegt, ist das Zeitschema f�ur diese Eingabe korrekt.2.4 ZeitprogrammDas Zeitschema ist ein logisches Modell der symbolischen Zeit und kann nurw�ahrend der Laufzeit die symbolische Zeit ermitteln. Das logische Modell wird inein von � -Simple berechenbares Modell umgewandelt.Das Zeitprogramm (vgl. [51]) ist das urspr�ungliche Programm, das mit einerZeitvariable t erweitert wird. Vor der ersten Anweisung wird die Zeitvariableauf Null gesetzt. F�ur jede weitere Anweisung wird die Zeitvariable, um die Zeiterh�oht, die diese Anweisung f�ur die Ausf�uhrung ben�otigt. Die Zeiten der einzelnenAnweisungen werden aufbauend auf das Zeitschema ermittelt. Die symbolischeZeit einer Anweisung kann daher a priori bestimmt werden (vgl. [33, 46, 3, 44, 45]).Tabelle 2.5 beinhaltet die Gammafunktion, die ein Programm in ein Zeitpro-gramm umwandelt. F�ur die Umwandlung mu� bereits ein Zeitschema f�ur eineMaschine vorhanden sein. � : S ! S(2.9)Ausgehend von einem Zeitprogramm kann eine Zeitfunktion tp berechnet wer-den. Mit geeigneten Analysemethoden (siehe \Symbolische Analyse") kann eineFunktion f�ur die Zeitvariable gefunden werden. Diese Zeitfunktion berechnet diesymbolische Zeit f�ur eine gegebene Eingabe, ohne da� das Programm ausgef�uhrtwird.Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 2.2 wird in ein Zeitprogramm umgewandelt(siehe 2.3). Die Zeiten der Anweisungen werden mit Hilfe der Zeitkonstanten ausTabelle 2.4 ermittelt und in das Zeitprogramm eingesetzt.2.5 Spezi�kation und Veri�kationDas zeitliche Verhalten eines Programms mu� �uberpr�uft werden. Wir gehen voneinem prozeduralen Zeitmodell aus: F�ur jede Prozedur existiert eine zeitlicheSpezi�kation. Wenn die f�ur die Ausf�uhrung ben�otigte Zeit immer kleiner derspezi�zierten Zeit ist, ist das zeitliche Verhalten einer Prozedur korrekt. Wenn alle



11

null t = t + T null ;nullvar := E t = t + T var :=E + T (E);var := Evec[E1] := E2 t := t+ T vec[E1]:=E2 + T (E1) + T (E2);vec[E1] := E2S1;S2 t = t + T ;�(S1); �(S2)if C then S1 else S2 t := t+ T if+ T ( C);if C thent := t+ T then; �(S1)elset := t+ T else; �(S2)while C do S t := t+ T while+ T (C);while C dot := t+ T loop; �(S); t := t+ T while+ T (C)t := t+ T exitTabelle 2.5: � Transformationsfunktion
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decl x,y:[1..100];t := [0; 0];.....t := t + T :=+ T v + T op+Tc;x:=x+1;t := t + T if+ T v + T rel+ T v;if x < y thent := t + T then;t := t + T :=+ T v + T op+Tc;x:=x+1elset := t + T else;t := t + T :=+ T v + T op+Tc;y:=y+1 Abbildung 2.3: Beispiel eines Zeitprogramms



13Prozeduren und das Hauptprogramm in einem Programmsystem zeitlich korrektsind, ist das Programmsystem ein Echtzeitprogramm.Das Testen der Echtzeitf�ahigkeit auf Prozedurebene beschleunigt die Analyse.Wir m�ussen davon ausgehen, da� jede vollautomatische Echtzeitanalyse ein NP-vollst�andigs Problem ist und da� die Analyse sehr viel Zeit in Anspruch nimmt.W�urde ein Programm zur G�anze getestet werden, w�urde die Analyse exponenti-ell l�anger dauern als die schrittweise �Uberpr�ufung jeder einzelnen Prozedur desProgramms.Wir haben in unserem Modell Ungenauigkeiten bis zur dritten Ordnung. DieUngenauigkeit erster Ordnung entsteht durch die Schwankungen des Computer-quarzes und wir m�ussen einen zus�atzlichen Zeitaufschlag f�ur die Zeitfunktionber�ucksichtigen. Die Ungenauigkeit zweiter Ordnung erhalten wir durch die nai-ve Zeitmodellierung des Programms. Eine exakte Zeitfunktion ist nicht m�oglich,daher wird eine Absch�atzung mit einer oberen und unteren Schranke f�ur die Zeitverwendet. Die Ungenauigkeit dritter Ordnung entsteht durch die symbolischeAnalyse des Zeitprogramms. In vielen F�allen kann die Zeitfunktion automatischnur gesch�atzt werden.Diese Ungenauigkeiten f�uhren zu groben Zeitschranken. Wir m�ussen aberdiese Ungenauigkeiten in Kauf nehmen, um a priori die zeitliche Korrektheit zupr�ufen.2.5.1 Spezi�kation und Veri�kationDie Spezi�kation f�ur eine Prozedur kann als unbedingte Funktion, als bedingteFunktion oder als Programm formuliert werden. Unbedingte Funktionen sind nurein Spezialfall der bedingten Funktionen. Programme, die die spezi�zierte Zeitf�ur Prozeduren vorgeben, sind in der Veri�kation schwierig zu behandeln. Diesymbolische Analyse mu� die Zeitvorgabe, die in Form eines Programms berechnetwird, in eine bedingte Funktion umwandeln.Die Spezi�kation einer Prozedur wird in den meisten F�allen vor dem Auspro-grammieren der Prozedur erstellt. Die Prozeduren k�onnen aber nur Bottom-Upauf zeitliche Korrektheit �uberpr�uft werden, da Ergebnisse einer aufgerufenen Pro-zedur das zeitliche Verhalten einer aufrufenden Prozedur ver�andern kann.Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 2.4 ist eine einfache Prozedur mit einem\Call by value" Parameter x. Die Prozedur durchl�auft x Mal die While-Schleife.Die Spezi�kation wird in den meisten F�allen vor dem Ausprogrammieren der Pro-
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proc dummy(in x:[-100..100])local y;y:=1;while y <= xy:=y+1Abbildung 2.4: Programmbeispiel f�ur die Spezi�kation von Prozedurenzedur erstellt. Wir k�onnen jetzt die Spezi�kation auf drei unterschiedliche Artenangeben. Die erste M�oglichkeit die Prozedur dummy zeitlich zu spezi�zieren, isteine unbedingte Funktion:�s(x) = [80 + 50jxj; 300 + 300jxj]Die Spezi�kation �s ist eine Funktion, die die maximal f�ur die Eingabe x ben�otigteAnzahl von Taktzyklen f�ur eine Maschine festlegt. Der Betrag von x wird deshalbgenommen, da x negativ sein kann und die Zeitspezi�kation immer positiv seinmu�. Ist x negativ, liefert die Spezi�kation zu hohe Schranken.Wir k�onnen f�ur die Spezi�kation eine bedingte Funktion angeben. Sie w�urdeexakter das zeitliche Verhalten der Prozedur dummy abschranken:�s(x) = 8><>:[80 + 50x; 300 + 300x]; x � 1[80; 300]; sonst(2.10)Die letzte M�oglichkeit ist, da� die Spezi�kation in Form einer Prozedur angeg-ben ist. Die Spezi�kation berechnet die spezi�zierte Zeit. Diese M�oglichkeit istsicherlich die m�achtigste.specproc dummy(in x:[-100..100],out t:time)local y;t:=[80,300]y:=1;while y < xt:=t+[50,300];y:=y+1



15Mit Hilfe der symbolischen Analyse wird die Spezi�kationsprozedur in eine be-dingte Funktion umgewandelt. Die Funktion w�urde exakt der letzten Spezi�kati-onsfunktion entsprechen.2.5.2 Veri�kationDie Veri�kation ist nur dann korrekt, wenn das Zeitschema einer Maschine korrektist. Wir verwenden nicht die gemessene Zeit, sondern die symbolische Zeit. Wenndie gemessene Zeit einer Prozedur �p(X) und die Spezi�kation �s(X) ist, mu�gelten: 8X : �p(X) 2 �S(X)(2.11)Da wir a priori Zeitaussagen nicht messen k�onnen, m�ussen wir anstatt der Me�-funktion �p, die Zeitfunktion tp nehmen.8X : tp(X) � �S(X); wenn �p(X) 2 tp(X)(2.12)Wir nehmen an, da� die Zeitfunktion tp und die Spezi�kation �S bedingte Funk-tionen sind. tp(X) = 8>>>><>>>>:t1; tc1...tn; tcnts(X) = 8>>>><>>>>:s1; sc1...sm; scmWenn wir in die Ungleichung die bedingten Funktionen einsetzen und erhalten wirfolgende Formel:8X : 8>>>><>>>>:t1; tc1...tn; tcn � 8>>>><>>>>:s1; sc1...sm; scm ; wenn �p(X) 2 tp(X):(2.13)Die Ungleichung k�onnen wir so umformen, da� f�ur jedes ti und sj einzeln derVergleich durchgef�uhrt wird.8X : 8i : 8j : si � tj; wenn tci ^ scj



16Die bedingte Ungleichung kann in ein logisches Pr�adikat umgewandelt werden.8X : 8i : 8j : (si � tj) (tci ^ scj)Wenn die Bedingung der Ungleichung h�alt, mu� auf jedenfall die Ungleichungwahr sein.Mit Hilfe von geeigneten symbolischen Methoden (vgl. [49, 21, 22]) kann derTest durchgef�uhrt werden.Beispiel. F�ur das Beispiel 2.4 wird das Zeitprogramm mit den konstanten ausTabelle 2.4 erstellt. Mit Hilfe der symbolischen Analyse erhalten wir eine Zeit-funktion: tp(x) = 8><>:[85 + 101x; 190 + 233x]; x � 1[85; 190]; sonstDie Spezi�kation ist mit der bedingten Funktion�s(x) = 8><>:[80 + 50x; 300 + 300x]; x � 1[80; 300]; sonstgegeben. Wir m�ussen jetzt pr�ufen, ob die Ungleichung8x : tp(x) � �s(x)f�ur jede Eingabe h�alt. Wir setzten die bedingten Funktionen ein und erhalten8x : 8><>:[85 + 101x; 190 + 233x]; x � 1[85; 190]; sonst � 8><>:[80 + 50x; 300 + 300x]; x � 1[80; 300]; sonst :Danach formen wir die bedingte Ungleichung in eine unbedingte um,8x : 8><>:[85 + 101x; 190 + 233x] � [80 + 50x; 300 + 300x]; x � 1[85; 190] � [80; 300]; sonst :Der zweite Fall in der Fallunterscheidung ist eine Tautologie und braucht dahernicht mehr weiter untersucht werden. Der erste Fall ist etwas komplizierter. BeideSeiten der Ungleichungen sind Funktionen. Wenn wir f�ur beide Seiten x explizit



17machen, erhalten wir f�ur die obere und untere Zeitschranke folgende Ungleichun-gen: [85 + 101x; 190 + 233x] � [80 + 50x; 300 + 300x]()85 + 101x � 80 + 50x ^ 190 + 233x � 300 + 300x()x � � 551 ^ x � �11067Aus der Fallunterscheidung folgt, da� die Ungleichungen halten, wenn die Fallun-terscheidung wahr ist. D.h., da� die zeitliche Spezi�kation der Prozedur erf�ulltist.



18
Kapitel 3SYMBOLISCHE ANALYSE3.1 EinleitungSymbolische Analyse ist ein �Uberbegri� von verschiedenen formalen Methoden,die eine statische Analyse von Programmen erm�oglichen. In dieser Arbeit wurdesie zum Au�nden der Zeitfunktion eines Programms entwickelt. Die Zeitfunktionsoll statisch (ohne das Programm auszuf�uhren) ermittelt werden. Der Formalis-mus kann aber auch f�ur andere Zwecke verwendet werden: Parallelisierung (vgl.[31, 61, 7]), Software-Reuse (vgl. [15, 14]), Programmveri�kation (vgl. [16]), Pro-grammvereinfachungen und Programmoptimierung sind Anwendungsgebiete f�urdie symbolische Analyse von Programmen.Ich habe versucht, die Begri�e, die zur Zeit in der Literatur verwendet werden,f�ur meine Verwendung zu ordnen. Eine fr�uhe Zusammenstellung von symbolischenMethoden �ndet man in [17].Da diese Thematik noch Teil der Forschung ist, gibt die folgende Ausf�uhrungnur einen Einblick. Es gibt noch viele o�ene Fragen und die symbolische Analyseist f�ur Sprachen wie Ada (vgl. [35]), C(vgl. [37]) oder Pascal kaum anwendbar. DieSemantik dieser Sprachen ist zu komplex. Die symbolische Analyse ist aufgrundihrer Verwandtheit zum Halteproblem (vgl. [34]) sehr komplex und damit in denmeisten F�allen unentscheidbar. Wenn wir aber von der Analyse von Programmenauf Computer mit endlicher Zahlenarithmetik und endlichem Speicher ausgehen,k�onnen wir das Problem auf ein l�osbares reduzieren. Es ist entscheidbar. DieVoraussetzung ist, da� keine Ein-/Ausgabe-Interaktionen in den zu analysieren-den Programmen existieren. Die Eingabe mu� vor dem Aufruf des Programmsvollst�andig vorhanden sein. Am Ende der Ausf�uhrung liegt das Ergebnis bzw. dieAusgabe vor.Aufbauend auf � -Simple (eine imperative Minisprache) wird die symbolischeAnalyse vorgestellt.



193.2 Die Semantik von �-SimpleDie Sprache � -Simple ist eine imperative Minisprache. F�ur die symbolische Ana-lyse wird eine Teilmenge vorgestellt und danach schrittweise erweitert. Zun�achstenth�alt � -Simple nur die Zuweisung, das If-Statement, die Hintereinanderaus-f�uhrung von zwei Statements und das Null-Statement. Die Variablen in � -Simplesind diskrete Skalare.Es ist f�ur die symbolische Analyse notwendig, die Semantik der Sprache exaktzu beschreiben. Deshalb wird eine Evaluierungsfunktion vorgestellt, die in deno-tationeller Form (vgl. [28]) die Semantik de�niert. Aufgrund der Einfachheit derSprache ist sie leicht verst�andlich. Es gibt zun�achst keine Prozeduren und keinHauptprogramm. Die Eingabe erfolgt, indem die Variablen vor dem Programm-start mit den gew�unschten Werten initialisiert werden. Wenn ein Fehler auftritt(eine Null-Division oder eine Zuweisung au�erhalb des g�ultigen Zahlenbereichs),so ist die Evaluierungsfunktion f�ur dieses Programm nicht de�niert. W�urde dasProgramm auf einen real exisitierenden Computer ablaufen, w�urde das einen Pro-grammabbruch induzieren.Ein Programm P ist theoretisch betrachtet eine Funktion P (X), die die Ein-gabe X auf eine Ausgabe Y abbildet.P (X) = Y(3.1)Die Eingabe X bestimmt die Variablenwerte zu Beginn des Programms. Nach derAusf�uhrung enthalten die Variablen den Wert der Ausgabe Y . Der Vektor Y hatdaher die gleiche Gr�o�e wie die Eingabe X. Es mu� eine eindeutig Zuordnung derVariablen zu den Eingabekomponenten des Vektors X bzw. der Komponenten desVektors Y gegeben sein. - -Ausf�uhrung(x1; x2; : : : ; xn) (y1; y2; : : : ; yn)Abbildung 3.1: ProgrammodellDie Variablen k�onnen ihre Werte w�ahrend der Ausf�uhrung des Programms�andern. Der momentane Wert einer Variable wird in der Variablenumgebungfestgehalten. Nach der Ausf�uhrung enth�alt sie die Werte f�ur die Ausgabe Y .Die Evaluierungsfunktion wird mit Hilfe einer attributierten Grammatik (vgl.[1], [10], [43]) de�niert. Die zweispaltigen Tabellen 3.1, 3.2, 3.3 enthalten in der



20linken Spalte die rechten Seiten der Produktionen des jeweiligen Nonterminalsym-bols und in der rechten die Evaluierung.Die Grammatik von � -Simple besteht zun�achst aus drei verschiedenen Non-terminalsymbolen. S ist das Nonterminal f�ur eine Anweisung und ist ein Platz-halter f�ur ein If-Statement, f�ur eine Zuweisung, f�ur die Hintereinanderausf�uhrungoder f�ur das Null-Statement. E wird als Nonterminal f�ur einen arithmetischenAusdruck verwendet. Das Symbol C steht f�ur ein Konditional.Je nach Typ des Nonterminals liefert die Evaluierungsfunktion entweder eineVariablenumgebung (bei Anweisungen), einen Booleschen Wert (bei Konditiona-len) oder eine Zahl (bei arithmetischen Ausdr�ucken) als Ergebnis.3.2.1 VariablenumgebungDer momentane Wert einer Variable wird in einer Variablenumgebung env mit-gef�uhrt, die eine endliche Menge aus Paaren ist. Jedes Paar besteht aus demVariablensymbol und einem Wert f�ur die Variable. Jede Variable besitzt genauein Paar in der Variablenumgebung.env 2 (VS�Z)n(3.2)VS ist die Menge der Variablensymbole und enth�alt alle Variablennamen des Pro-gramms. n ist die Anzahl der Variablen und ist f�ur jedes Programm konstant.D.h, es ist nicht m�oglich, w�ahrend der Laufzeit neue Variablen einzuf�uhren. DieWertemenge Z einer Variable ist ein Intervall aus den ganzen Zahlen. Das Intervalleiner Variable legt die Funktion rg fest.rg : VS! Z� Zvar 7! [u; o]; u � o(3.3)u und o sind die untere und obere Schranke der Variable var. F�ur die De�nitionder Hilfsfunktionen wird oft das K�urzel ENV verwendet. ENV ist die Menge allerVariablenumgebungen (VS�Z)n.Zwei Hilfsfunktionen vget und vset werden ben�otigt. Sie erm�oglichen denZugri� auf die Variablenumgebung. vget liefert den Wert einer Variable in derVariablenumgebung. vset bildet eine Variablenumgebung auf eine neue ab. w ist



21der neue Wert der Variable var.vget : ENV�VS! Zvget (f(v1; w1); : : : ; (vi�1; wi�1); (var; wi); : : : ; (vn; wn)g ; var)7! wi(3.4)
vset : ENV�VS�Z! ENVvset (f(v1; w1); : : : ; (vi�1; wi�1); (var; wi); : : : ; (vn; wn)g ; var; w)7! f(v1; w1); : : : ; (vi�1; wi�1); (var; w); : : : ; (vn; wn)g(3.5)

Wenn auf eine Variable zugegri�en wird, die nicht in der Variablenumgebungvorhanden ist, so sind die Funktionen vset und vget nicht de�niert.3.2.2 Evaluierung eines Ausdrucks in �-SimpleIn � -Simple berechnet die Funktion valE den Wert eines arithmetischen Ausdrucks(siehe Tabelle 3.1). valE : E � ENV! Z(3.6)Aus Gr�unden der Lesbarkeit wird nicht zwischen Operatorsymbol und Operatorenunterschieden. const ist eine ganze Zahl und entspricht den Wert der Zahl in derEvaluierung. Der momentane Wert einer Variable wird mit Hilfe der Funktionvget aus der Variablenumgebung env entnommen. Die Divison a div b ist eineInteger-Division. a div b = sgn(a) sgn(b) �����ab �����(3.7)Wenn nur einer der beiden Operanden negativ ist, wird das Ergebnis nach obenabgeschnitten, andernfalls nach unten.3.2.3 Evaluierung eines Konditionals in �-SimpleKonditionale werden mit Hilfe der Funktion valC ausgewertet. Ein Konditionalkann einen Wert aus der Booleschen Menge B annehmen. B beteht aus den zweiWahrheitswerten true und false. Tabelle 3.2 enth�alt De�nitionen f�ur die Evaluie-rung von Relationen, Junktoren (and; or) und der Negation (not).valC : C � ENV! B(3.8)Die Metavariable rel in der Tabelle 3.2 ist eines von den folgenden Relationssym-bolen: =; <;�; >;�; 6=.



22Syntax SemantikE0 + E1 valE(E0; env) + valE(E1; env)E0 � E1 valE(E0; env)� valE(E1; env)E0 � E1 valE(E0; env) � valE(E1; env)E0 divE1 valE(E0; env) div valE(E1; env);falls valE(E1; env) 6= 0const constvar vget(env; var)Tabelle 3.1: Evaluierung eines Ausdrucks in � -SimpleSyntax SemantikC0 relC1 8<: true; valE(C0; env)rel valE(C1; env)false; sonstC0 andC1 8<: true; valC(C0; env) = true ^ valC(C1; env) = truefalse; sonstC0 orC1 8<: true; valC(C0; env) = true _ valC(C1; env) = truefalse; sonstnotC 8<: true; valC(C; env) = falsefalse; sonstTabelle 3.2: Evaluierung eines Konditionals in � -Simple3.2.4 Evaluierung einer AnweisungAnweisungen werden anhand Tabelle 3.3 ausgewertet.valS : S � ENV! ENV(3.9)Das Null-Statement ist die einfachste Anweisung. Die �ubergebene Variablenum-gebung wird unver�andert zur�uckgegeben. Das Statement hat keine Auswirkungauf den Kontroll
u� und ver�andert die Daten nicht. Die Hintereinanderausf�uhrungvon zwei Statements evaluiert zun�achst die erste Anweisung S1. Die daraus re-sultierende Variablenumgebung wird als Argument f�ur das zweite Statement ver-wendet. Die If-Anweisung berechnet in Abh�angigkeit des Konditionals entwederden Then- oder den Else-Zweig. Das Konditional wird zuerst evaluiert. Wenn die



23Syntax Semantiknull envS1;S2 valS(S2; valS(S1; env))if C then S1 else S2 8<: valS(S1; env); valC(C; env) = truevalS(S2; env); sonstvar := E vset(env; var; valE(E; env));falls valE(E; env) 2 rg(var; env)Tabelle 3.3: Evaluierung einer Anweisung in � -SimpleEvaluierung true ergibt, wird der Then-Zweig genommen, andernfalls der Else-Zweig. Die Zuweisung verwendet die Funktion vset um den Wert der Variablevar in der Variablenumgebung zu ver�andern. Die Evaluierungsfunktion ist abernur dann de�niert, wenn das Ergebnis des Ausdrucks innerhalb der Schranken derrg-Funktion liegt.3.2.5 Funktionale De�nitionEin Programm P (X) ist durch das Tupel hS; rg; �i eindeutig bestimmt. S istein Element aus den m�oglichen Anweisungen in � -Simple, rg der Zahlenbereichs�amtlicher Variablen und � eine Abbildung der Eingabe auf eine Variablenumgeb-ung.� ordnet jeder Variable in der Variablenumgebung eine Komponente des Vek-tors Zn zu. Die Zuordnung ist beliebig1.� :Zn! ENV(x1; : : : ; xn) 7! f(v1; x1); : : : ; (vn; xn)g(3.10)� erzeugt eine Anfangsumgebung f�ur die Evaluierungsfunktion.Die Funktion ��1 ist die Umkehrfunktion von �. Sie wandelt eine Variablen-umgebung in einen Vektor aus Zn um.��1 :ENV ! Znf(v1; x1); : : : ; (vn; xn)g 7! (x1; : : : ; xn)(3.11)1F�ur die Zuordnung kann die alphabetischen Ordnung der Variablennamen genommen wer-den. Die erste Variable im Alpahbet ist v1, usw.



24Die Zuordnung der Variablen zu den Komponenten des Vektors mu� in � und in��1 ident sein.Ein Programm P (X) kann somit als FunktionP (X) = ��1(valS(S; �(X)))(3.12)geschrieben werden. � wandelt die Eingabe in eine Anfangsumgebung f�ur eineAnweisung S um. Die Funktion valS wertet das Programm aus und liefert alsResultat eine Variablenumgebung, die mit der Funktion ��1 in einen Vektor ausZn transformiert wird und die Ausgabe Y des Programms ist.Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.2 zeigt ein einfaches Programm. ImDeklarationsteil des Programmes werden zwei Variablen de�niert, deren Wertebe-reich die Zahlen zwischen 1 und 100 sind. Danach folgt ein If-Statement, dessenThen-Zweig nur dann ausgef�uhrt wird, wenn x kleiner als y ist. Im Then-Zweigweist das Programm der Variable y den Wert 10 zu. Wenn x gr�o�er gleich y ist,erh�alt x den Wert von y. Nach der If-Anweisung folgt eine null-Anweisung.decl x,y:[1..100];if x < y theny := 10else x := y;null Abbildung 3.2: Beispielprogramm in � -SimpleDer Deklarationsteil de�niert die Zahlenbereiche der zwei Variablen x und y.rg(x) = [1; 100]; rg(y) = [1; 100]� wird hier nicht explizit angegeben. Der erste Parameter des Programm P (x; y)wird der Variable x, der zweite der Variable y zugeordnet. Damit die Parametervon den Variablen unterschieden werden k�onnen, sind sie unterstrichen.Das Programm soll mit P (10; 20) ausgef�uhrt werden. D.h., die Anfangskon-�guration ist x = 10; y = 20. � erzeugt daher folgende Umgebung:env0 = f(x; 10); (y; 20)g :



25?

� JĴ? ?if C then S1 else S2 nullS1;S2S
var := E var := EAbbildung 3.3: SyntaxbaumMit env0 wird das Programm evaluiert. Das erste Konstrukt, das im Programmausgewertet wird, ist die Hintereinanderausf�uhrung. Hier ist f�ur die Abarbeitungdie syntaktische Topologie (vgl. [34]) entscheidend | nicht die lexikographischeReihenfolge. valS(if x < y then y := 10 else x := y; null ; env0) =valS(null ; valS(if x < y then y := 10 else x := y; env0))(3.13)Jetzt wird die innerste val-Funktion weiter entwickelt. Die Evaluierungsfunktionwertet das Konditional x < y aus. Dieses ist zusammengesetzt und besteht auszwei Ausdr�ucken x und y, die mit der Evaluierungsfunktion f�ur Ausdr�ucke wei-terbehandelt werden. Mit Hilfe der Funktion vget werden die Werte der beidenVariablen gelesen. (In env0 ist der Wert von x gleich 10 und der Wert von y gleich20.) valC(x < y; env0) = valE(x; env0) < valE(y; env0)= vget(env0; x) < vget(env0; y)= 10 < 20= trueDie Auswertung des Konditionals hat true ergeben. D.h., da� die Evaluierungs-funktion mit dem Then-Zweig weiterarbeitet. Der Then-Zweig wird noch immermit env0 evaluiert. env1 = valS(y := 10; env0)(3.14) = vset(env0; y; 10)= f(x; 10); (y; 10)g



26Die Funktion vset kann angewendet werden, weil der Variable y ein Wert img�ultigen Bereich zugewiesen bekommt2. Entwickeln wir Formel 3.13 weiter, sowird die If-Anweisung durch env1 ersetzt. (Die Berechnung des Then-Zweigeserfolgte in 3.14.)env2 = valS(null ; valS(if x < y then y := 10 else x := y; env0))= valS(null ; env1)= env1Die Evaluierung der Null-Anweisung ist trivial. Die Variablenumgebung env1wird durchgereicht. D.h, das Ergebnis ist env1. Also sind die Wert der beidenVariablen am Ende der Ausf�uhrung x = 10; y = 10. Das Programm P mit derEingabe (10; 20) hat als ErgebnisP (x; y) = P (10; 20)= (10; 10):3.3 USE/DEF-Mengen und der Kontroll
u�graph3.3.1 USE/DEF-MengenF�ur die symbolische Analyse werden f�ur einige Algorithmen die sogenannten USE-und DEF-Mengen (vgl. [1, 65]) ben�otigt. Sie geben f�ur jedes Konstrukt in derSprache an, welche Variablen m�oglicherweise verwendet bzw. de�niert werden.Die De�nition mu� als zerst�orende Operation gesehen werden: Der alte Werteiner Variable wird �uberschrieben. In � -Simple existiert nur die Zuweisung, diegenau eine Variable de�niert. D.h., in der DEF-Menge der Zuweisung ist nur dieVariable, der etwas zugewiesen wird, enthalten. Andere Anweisungen, die einenSeitene�ekt haben, existieren nicht. Jedoch in der prozeduralen Erweiterung von� -Simple kann ein Prozedur-Aufruf mehreren Variablen neue Werte zuweisen.Die Funktion f�ur die Bestimmung der DEF-Menge ist in Abbildung 3.4 angege-ben. Die DEF-Menge einer If-Anweisung wird berechnet, indem die DEF-Mengenbeider Zweige vereinigt werden.Die USE-Menge einer Anweisung, eines Konditionals bzw. Ausdrucks gibt dieMenge der verwendeten Variablen an. In Abbildung 3.5 ist sie f�ur alle sprachlichenKonstrukte dargestellt.2rg(y) = [1; 100]



27DEF (null) = fgDEF (S1;S2) = DEF (S1) [DEF (S2)DEF (var := E ) = fvargDEF (if C then S1 else S2) = DEF (S1) [DEF (S2)Abbildung 3.4: De�nition von DEF8OP 2 f+;�; �; div ; and ; org : USE (xOP y) = USE (x) [ USE (y)USE (not x) = USE (x)USE (var) = fvargUSE (null) = fgUSE (S1;S2) = USE (S1) [ USE (S2)USE (var := E ) = USE (E)USE (if C then S1 else S2) = USE (S1) [ USE (S2)Abbildung 3.5: De�nition von USE3.3.2 KFGEinige der folgenden Methoden ben�otigen f�ur die Berechnung den Kontroll
u�-graph (KFG) bzw. den Begri� des Pfades. Ein KFG (vgl. [1]) ist ein gerichteterGraph hN;Ei. Jedes Statement ni wird als Knoten im Graph dargestellt. N istdie Menge der Knoten. N = fn1; n2; : : : ; nqg(3.15)Der KFG besitzt genau einen Startknoten ns und genau einen Endknoten nf .Jede Kante im Graph ist ein geordnetes Paar (ni; nj) und bedeutet eine m�oglicheHintereinanderausf�uhrung der beiden Statements nj nach ni. Die Menge der Kan-ten ist E � N �N:(3.16)Die Bedingung der Hintereinanderausf�uhrung wird durch das Sprungpr�adikat bp(ni; nj)bestimmt. F�ur sequentiell hintereinandergereihte Anweisungen hat das Sprung-pr�adikat den Booleschen Wert true. F�ur eine bin�are Bedingung (If-Anweisung)mu� das Sprungpr�adikat der einen Kante das Komplement der anderen sein.



28De�nition Ein KFG ist wohlgeformt, wenn f�ur einen Knoten ni, der genau zweiKnoten nj; nk vorangeht, gilt: bp(ni; nj) = not bp(ni; nk)y.Wenn ein Knoten mehr als zwei Nachfolger hat, m�ussen alle Sprungpr�adikatedisjunkt sein und es mu� genau eines zu true evaluieren. In unserer Sprache� -Simple tritt dieser Fall nicht auf, da die Sprache nur if -Anweisungen kennt3.De�nition Die Menge der Nachfolger eines Knotens ni ist die Menge der Knotenf�ur die ni unmittelbar vorangeht.out(ni) = fnjj(ni; nj) 2 Eg(3.17)Die Menge der Vorg�anger wird analog de�niert.in(ni) = fnjj(nj; ni) 2 Eg(3.18)De�nition Ein Pfad ist eine endliche Folge von Knotenhni0 ; ni1 ; : : : ; niti(3.19)und f�ur jeden Knoten in der Folge existiert eine Kante zum nachfolgenden Knoten8j; 0 � j < t : (nij ; nij+1) 2 E(3.20)De�nition Ein Programmpfad � ist ein Pfad, der mit dem Startknoten beginntund mit dem Endknoten endet.� = hns; ni0 ; ni1 ; : : : ; nit; nf i(3.21)Satz Jeder Knoten im KFG ist durch mindestens einen Programmpfad erreich-bar. 8 : ni 2 E : 9� : ni 2 �(3.22)Nicht erreichbare Knoten k�onnen sofort aus dem KFG genommen werden. Siek�onnen durch keinen Pfad ausgef�uhrt werden.Beispiel 3.2 ist in der Abbildung 3.6 dargestellt. Jeder Knoten ist durch eineMarke fns; n1; n2; n3; nfg eindeutig bestimmt, und jede Kante hat ein Sprung-pr�adikat.yEs darf keinen dritten Knoten nl geben, f�ur den gilt: (ni; nl) 2 E ^ nj 6= nl ^ nk 6= nl.3Durch das Einf�uhren einer Case-Anweisung k�onnten Mehrfachverzweigungen im KFGenstehen.
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n1 n3 Knoten Anweisungn1 y := 10n2 x := yn3 nullAbbildung 3.6: Beispiel eines KFG3.4 Symbolische EvaluierungDie symbolische Evaluierung (vgl. [13, 17]) ist eine Daten
u�analyse. Sie unter-sucht statisch das dynamische Verhalten eines Programms. Ohne das Programmmit einer gegebenen Eingabe auszuf�uhren, werden in einem beliebigen Punkt imProgramm f�ur die Variablen symbolische Werte berechnet. Ein symbolischer Wertist Element einer Funktionenalgebra F (vgl. [42]).Die Algebra besteht aus Grundfunktionen und Operatoren. Grundfunktionenk�onnen Konstante in Z bzw. Eingabeparameter sein. Die Operatoren entsprechender Semantik in der Sprache � -Simple und werden in zwei Klassen eingeteilt.1. FE ist die Klasse der Funktionen der Form Zk ! Z. Das Resultat ist einElement aus Z. Bsp.: Addition von zwei Zahlen, ...2. FC ist die Klasse der Funktionen der Form B k ! B und Zk ! B . Bsp.:Konjunktion und die Kleiner-Relation.Die symbolische Evaluierung ist eine �Ubersetzung eines imperativen Programmsin eine funktionale Sprache bzw. Funktionenalgebra (vgl. [38]).(P (X); K) ���! (sval(P (X)); K)???y ???yP (K) sval(P (K))(3.23)



30Ein Programm P (X) mit den formalen Parametern X wird symbolisch evaluiert.Das Resultat der symbolischen Evaluierung sval(P (X)) ist ein Element der Funk-tionenalgebra (bzw. funktionalen Sprache). Wenn das Programm mit der EingabeK ausgef�uhrt wird, ist das Resultat das gleiche, wie wenn das symbolisch eva-luierte Programm mit der gleichen Eingabe in der Funktionenalgebra ausgewertetwird.Die Evaluierung in der Funktionenalgebra erfolgt f�ur jede Ergebnisvariablegetrennt. F�ur jedes yi der Ausgabe �ndet die symbolische Evaluierung eine Funk-tion fyi(X), die direkt das Ergebnis f�ur diese eine Variable (unabh�angig von denanderen) berechnet. P (X) = (fy1(X); : : : ; fyn(X))(3.24)F�ur die symbolische Evaluierung gibt es verschiedene Methoden, die f�ur verschie-dene Anwendungsgebiete mehr oder weniger geeignet sind. Sie unterscheiden sichin ihrer E�zienz und an der verwendeten Algebra. Das Grundprinzip bleibt aberdas gleiche: Ein imperatives Programm wird in ein funktionales �ubersetzt. F�urjedes Resultat des Programms existiert eine Funktion �uber den formalen Parame-tern.�Ahnlich wie bei der Semantikfunktion f�ur � -Simple entwickeln wir eine neue,symbolische Evaluierungsfunktion sval. Sie berechnet symbolisch die Werte dereinzelnen Variablen. Die Wertemenge der Variablen ist eine FunktionenalgebraFE . F�ur die symbolische Evaluierung wird eine symbolische Variablenumgebungverwendet. Sie ist der Umgebung in der Standardsemantik �ahnlich. Die Werte derVariablen sind aber symbolische Ausdr�ucke (Elemente aus FE ).env 2 (VS�FE )n(3.25)Die symbolischen Ausdr�ucke k�onnen nach den Rechenregeln der Algebra F inAbbildung 3.7 vereinfacht werden.Die symbolische Evaluierungsfunktion wird zun�achst analog zur Semantikfunk-tion de�niert. Der Unterschied liegt in der Verwendung einer anderen Wertemengeder Variablen.Die If-Anweisung wird zun�achst nicht behandelt, da die symbolische Evaluie-rungsfunktion, ohne die Eingabe zu kennen, nicht entscheiden kann, welcher derbeiden Zweige ausgef�uhrt wird. Beide Pfade sind relevant und werden f�ur die Be-rechnung des Ergebnisses ben�otigt. Es gibt f�ur die If-Anweisung mehrere Ans�atze,die sp�ater vorgestellt werden.



31Kommutivit�at : 8i; j 2 Fi+ j = j + ii � j = j � ii and j = j and ii or j = j or iAssoziativit�at : 8i; j; k 2 Fi+ (j + k) = (i + j) + ki � (j � k) = (i � j) � ki and(j and k) = (i and j) and ki or(j or k) = (i or j) or kDistributivit�at : 8i; j; k 2 Fi � (j + k) = (i � j) + (i � k)i and(j or k) = (i and j) or(i and k)i or(j and k) = (i or j) and(i or k)Identit�at : 8i 2 Fi+ 0 = ii � 1 = ii div 1 = ii and true = ii or false = iInverse : 8i 2 Fi� i = 0i and not i = falsei or not i = trueEliminierung : 8i; j; k 2 F ^ i 6= 0i � j = i � k) j = kDe Morgan : 8i; j 2 Fnot(i and j) = (not i) or(not j)not(i or j) = (not i) and(not j)Inv. Relation : 8i; j 2 Fnot(i < j) = (i � j)not(i > j) = (i � j)not(i = j) = (i 6= j)not(i 6= j) = (i = j)not(i � j) = (i > j)not(i � j) = (i < j)Abbildung 3.7: Rechengesetze der Funktionenalgebra F



32svalS :S � ENVS ! ENVS(3.26) svalC :C � ENVS ! FC(3.27) svalE :E � ENVS ! FE(3.28)ENVS ist die Menge aller symbolischen Variablenumgebungen.decl x,y:[1..100];x = x + y;y = x - y;x = x - y Abbildung 3.8: Algebraischer DreieckstauschDas Beispiel4 in Abbildung 3.8 tauscht die Variablenwerte der beiden Variablenx und yy. Es ist nicht sofort ersichtlich, da� hier die Variablenwerte ausgetauschtwerden. Wenn wir das Programm symbolisch evaluieren, wird der Sachverhaltklarer.Mit Hilfe der �-Funktion wird eine symbolische Variablenumgebung aus denParametern erzeugt. env0 = n(x; x); (y; y)oHier haben beide Variablen als Wert die formalen Parameter x und y. Als n�achsteswird das erste Statement im Beispiel Abbildung 3.8 ausgef�uhrt.sval (x := x+ y; y := x� y; x := x� y; env0) =sval (y := x� y; x := x� y; sval (x := x+ y; env0))(3.29)Das Programm besteht aus zwei geschachtelten Hintereinanderausf�uhrungen. Dieerste Anweisung wird separiert und symbolisch ausgef�uhrt. Bei der Substitutionder Variablenwerte mu� darauf geachtet werden, da� die formalen Parameter nicht4Dankend erw�ahne ich hier Boris Georgiew, der meine Aufmerksamkeit auf dieses Beispiellenkte.yDer Dreieckstausch wird normalerweise mit drei Variablen durchgef�uhrt. Zuerst wird einerHilfsvariable der Wert der ersten Variable zugewiesen. Danach bekommt die erste Variable denWert der zweiten. Die zweite Variable �ubernimmt am Ende den Wert der Hilfsvariable.



33f�ur weitere Ersetzungen herangezogen werden. Es mu� eine klare Unterscheidungzwischen den formalen Parameter x und der Variable x geben. Die Variable hatzu Beginn der Ausf�uhrung den Wert des Parameters, sie kann sich, w�ahrend dasProgramm abgearbeitet wird, �andern.env1 = sval (x := x + y; env0)= n(x; x + y); (y; y)oDie neue symbolische Variablenumgebung env1 wird in 3.29 eingesetzt, und diezweite Hintereinanderausf�uhrung wird aufgespalten.sval (y := x� y; x := x� y; sval (x := x+ y; env0)) =sval (y := x� y; x := x� y; env1) =sval (x := x� y; sval (y = x� y; env1))(3.30)Die zweite Zuweisung wird mit der Variablenumgebung env1 symbolisch evaluiert.env2 = sval (y := x� y; env1)= n(x; x + y); (y; x)oJetzt kann die Variablenumgebung in die Formel 3.30 eingesetzt werden, und dasletzte Statement wird ausgewertet.env3 = sval (x := x� y; sval (y := x� y; env1))= sval (x := x� y; env2)= n(x; y); (y; x)oDie Umgebung env3 wird mit der ��1 Funktion auf den Ausgabevektor abgebildet.P (x; y) = ��1(env3)= ��1(n(x; y); (y; x)o)= (y; x)3.4.1 If-Anweisungen in der Pfad-enumerierenden MethodeIf-Anweisungen stellen in der symbolischen Auswertung ein Problem dar: Wir wis-sen nicht den Wert der Eingabe und k�onnen das Konditional in der If-Anweisungin den meisten F�allen nicht zu true oder false evaluieren.



34In der Analyse einer If-Anweisung m�ussen daher beide F�alle symbolisch be-handelt werden. Das If-Statement wird sowohl mit dem Then-Zweig als auch mitdem Else-Zweig symbolisch ausgewertet. Die Entscheidung, welcher Zweig ge-nommen wird, bestimmt die Pfadbedingung. Sie wird aus den Konditionalen derIf-Bedingungen abgeleitet. Nach der Auswertung der If-Anweisungen existierenzwei Variablenumgebungen. Beide sind g�ultig, da ohne die Eingabe zu kennen,nicht entschieden werden kann, welche verwendet wird. Jede nachfolgende An-weisung wird daher mit beiden Umgebungen evaluiert.F�ur die Evaluierung (vgl. [17]) ist eine neue Datenstruktur notwendig, die dieverschiedenen Variablenumgebungen mit ihren Pfadbedingungen aufnimmt: Dersymbolische Kontext ctx ist eine endliche Menge aus Paaren. Ein Paar besteht auseiner Variablenumgebung und einer Pfadbedingung, die diese Variablenumgebungerzwingt. ctx 2 (ENVS �FC )k(3.31)FC ist die Menge aller Konditionale in der Funktionenalgebra, k ist die Kardina-lit�at der Menge und gibt die Anzahl der Variablenumgebungen im Kontext an,CTX beschreibt die Menge (ENVS �FC )k und wird f�ur die De�nition der symbo-lischen Auswertungsfunktion pval ben�otigt.Die Funktion pval f�uhrt eine Anweisung S mit einem Kontext ctx in einenneuen Kontext �uber. pval : S � CTX! CTX(3.32)Auf den Kontext hat die Null-Anweisung keinen Seitene�ekt. Der �ubergebeneKontext wird durchgereicht. pval(null ; ctx) 7! ctx(3.33)F�ur die Zuweisung ist die De�nition schwieriger. Der Kontext kann mehr alseine Variablenumgebung enthalten. Jede Variablenumgebung wird daher f�ur diesymbolische Auswertung der Zuweisung herangezogen. Die Funktion svalS f�uhrtdie Zuweisung mit einer Variablenumgebung aus5.pval (var := E ; f(env1; p1); : : : ; (envk; pk)g) 7!f(svalS(var := E ; env1); p1); : : : ; (svalS(var := E ; envk); pk)g(3.34)5Eine vollst�andig neue De�nition von pval ist daher nicht notwendig.



35Die Hintereinanderausf�uhrung wird analog zur bisherigen Evaluierung de�niert.pval(S1;S2; ctx) 7! pval(S2; pval(S1; ctx))(3.35)Die If-Anweisung wertet beide Zweige aus. Jede Pfadbedingung einer Variablen-umgebung wird mit der symbolisch ausgewerteten Bedingung der If-Anweisungerweitert. F�ur den Then-Zweig wird das evaluierte Konditional sval(C; envi)mit dem Und-Operator zu der Pfadbedingung pi konjungiert. Die Pfadbedin-gungen des Else-Zweigs wird mit dem Negat des ausgewerteten Konditionalsnot sval(C; envi) erweitert. Das Resultat einer If-Anweisung sind die Variablen-umgebungen des Then- und des Else-Zweigs.pval(if C then S1 else S2; f(env1; p1); : : : ; (envk; pk)g) 7!pval(S1; f(env1; p1 and svalC(C; env1)); : : : ; (envk; pk and svalC(C; envk))g) [pval(S2; f(env1; p1 and not svalC(C; env1)); : : : ; (envk; pk and not svalC(C; envk))g)
(3.36)

Die Funktion � und ��1 m�ussen in der Pfad-enumerierenden Methode modi�-ziert werden. � erzeugt f�ur pval einen Kontext, der nur eine Variablenumgebungbesitzt. Die Pfadbedingung der Umgebung ist true.�(x1; : : : ; xn) 7! f(env; true)g(3.37)env ist eine Variablenumgebung, die genau wie f�ur das � in sval bzw. val aufgebautwird.F�ur ��1 gibt es mehrere m�ogliche Werte f�ur eine Komponente des Ausgabevek-tors. Die dazugeh�orenden Pfadbedingungen bestimmen, welcher Wert genommenwird. Es gibt also f�ur jede Komponente eine Fallunterscheidung.��1(f ((v1; y11) ; : : : ; (vn; y1n); p1);... ...((v1n; yk1) ; : : : ; (vn; ykn); pk)g) 7! =0BBBB@8>>>><>>>>:y11; p1...yk1; pk ; : : : ; 8>>>><>>>>:y1n; p1...ykn; pk1CCCCA
(3.38)



36
decl x,y:[1..100]if x < y thenx := y - xelsey := x - y;x := x + yAbbildung 3.9: Beispiel f�ur die Pfad-enumerierende MethodeBeispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.9 ist ein einfaches Programm, das derVariable x die Di�erenz von y und x zuweist, falls x kleiner y ist. Andernfallswird die Di�erenz von x und y der Variable y zugewiesen. Die letzte Anweisungberechnet die Addition von x und y und weist das Ergebnis der Variable x zu.Das Beispiel beinhaltet bereits eine If-Anweisung, die einen Kontext mit zweiVariablenumgebungen f�ur die Evaluierung ben�otigt.Im ersten Schritt wird mit Hilfe der Funktion � ein Kontext f�ur die Evaluie-rungsfunktion pval gescha�en.env0 = n(x; x); (y; y)octx0 = f(env0; truegDer Anfangskontext enth�alt nur eine Variablenumgebung env0. Die Pfadbe-dingung der Variablenumgebung ist true. D.h., die Umgebung ist immer g�ultig.Die erste Anweisung ist die Hintereinanderausf�uhrung. Sie wird mit Hilfe derFormel 3.35 entwickelt.pval(if x < y then x := y � x else y := x� y; x := x + y; ctx0) =pval(x := x + y; pval(if x < y then x := y � x else y := x� y; ctx0))Die If-Anweisung ist jetzt separiert und wird mit der Formel 3.36 ausgewertet.Zun�achst mu� das Konditional mit allen Variablenumgebungen ausgef�uhrt werden.Da nur eine symbolische Umgebung im Kontext vorhanden ist, brauchen wir nureine Pfadbedingung berechnen. F�ur die Evaluierung des Konditionals x < y wird



37die Umgebung env0 ben�otigt.cond = svalC(x < y; env0) == svalE(x; n(x; x); (y; y)o) < svalE(y; n(x; x); (y; y)o)= x < yDie Pfadbedingung des Then-Zweigs istp1 = true and cond= cond= x < yDie Pfadbedingung kann aufgrund der Gesetze in der Funktionenalgebra (vgl. Ab-bildung 3.7) vereinfacht werden. F�ur den Else-Zweig wird das negierte, symbolischausgewertete Konditional der If-Anweisung herangezogen.p2 = true and not cond= not(x < y)= x � yDie negierte Kleiner-Relation kann auch als Gr�o�ergleich geschrieben werden (sie-he Abbildung 3.7).Beide Pfadbedinungen sind jetzt berechnet. F�ur die Auswertung beider Zweigem�ussen zwei Kontexte erzeugt werden. Der Kontext ctx1 f�ur den Then-Zweigenth�alt die Variablenumgebung env0 mit der Pfadbedingung p1. F�ur den Kontextctx2 des Else-Zweigs wird die Pfadbedingung p2 verwendet.ctx1 = f(env0; p1)gctx2 = f(env0; p2)gDie Auswertung des Then-Zweigs erfolgt mit dem Kontext ctx1. Die Zuweisungx := y � x wird nur mit einer Variablenumgebung env0 evaluiert. Die Pfadbe-dinung p1 der Variablenumgebung bleibt unver�andert. Das Ergebnis des Then-Zweigs ist ein neuer Kontext ctx3 mit nur einer Variablenumgebung und der da-



38zugeh�orenden Pfadbedingung, die diese symbolische Umgebung erzwingt.ctx3 = pval(x := y � x; ctx1)= pval(x := y � x; f(env0; p1)g)= f(svalS(x := y � x; env0); p1)g= n(svalS(x := y � x; n(x; x); (y; y)o); p1)o= n(n(x; y � x); (y; y)o ; p1)oAnalog zur Auswertung des Then-Zweigs erfolgt die Evaluierung des Else-Zweigs.Die Berechnung wird mit dem Kontext ctx2 durchgef�uhrt.ctx4 = pval(y := x� y; ctx2)= pval(y := x� y; f(env0; p2)g)= f(svalS(y := x� y; env0); p2)g= n(svalS(y := x� y; n(x; x); (y; y)o); p2)o= n(n(x; x); (y; x� y)o ; p2)oBeide Kontexte ctx3 und ctx4 werden zusammengefa�t. Die Vereinigung beiderMengen wird gebildet und das Ergebnis ctx5 wird f�ur die Auswertung des zweitenStatements in der Hintereinanderausf�uhrung verwendet.ctx5 = ctx3 [ ctx4= n�n(x; y � x); (y; y)o ; p1�o [ n�n(x; x); (y; x� y)o ; p2�o= n�n(x; y � x); (y; y)o ; p1� ; �n(x; x); (y; x� y)o ; p2�oAnstatt der If-Anweisung wird der Kontext ctx5 eingesetzt und die letzte Zuwei-sung ausgewertet. Da nun zwei m�ogliche Variablenumgebungen im ctx5 vorhanden



39sind, mu� das letzte Statement mit beiden ausgewertet werden.ctx6 =pval(x := x + y; pval(if x < y then x := y � x else y := x� y; ctx0)) =pval(x := x + y; ctx5) =pval(x := x + y; f�n(x; y � x); (y; y)o ; p1� ;�n(x; x); (y; x� y)o ; p2�g) =f�svalS(x := x + y; n(x; y � x); (y; y)o); p1� ;�svalS(x := x + y; n(x; x); (y; x� y)o); p2�g =f�n(x; y � x + y); (y; y)o ; p1� ;�n(x; x+ x� y); (y; x� y)o ; p2�g =Das Ergebnis der symbolischen Auswertung des Beispiels 3.9 ist der Kontext ctx6.Die Pfadbedingungen p1 bzw. p2 erzwingen die jeweilige symbolische Umgebung.Beide Bedingungen sind disjunkt.Der Ausgabevektor wird mit der Funktion ��1 erzeugt. Da zwei Variablen-umgebungen im Kontext ctx6 vorhanden sind, gibt es f�ur jede Komponente derAusgabe eine Fallunterscheidung mit zwei F�allen.P (x; y) = ��1(ctx6)= 0B@8><>:y � x+ y; x < yx + x� y; x � y ;8><>:y; x < yx� y; x � y1CADurch die Anwendung der Gesetze (vgl. Abbildung 3.7) kann das Ergebnis ver-einfacht werden.P (x; y) = 0B@8><>:2 � y � x; x < y2 � x� y; x � y ;8><>:y; x < yx� y; x � y1CAOptimierungDie Pfad-enumerierende Methode erzeugt f�ur jeden m�oglichen Pfad eine Varia-blenumgebung mit ihrer Pfadbedingung. Wenn ein geeignetes symbolisches Al-gebraprogramm zeigen kann, da� eine Pfadbedingung nicht erf�ullbar ist, kanndie Variablenumgebung aus dem Kontext herausgenommen werden. Je fr�uher



40eine Kontradiktion erkannt wird, desto weniger Umgebungen erzeugt die Evalu-ierungsfunktion pval. Eine If-Anweisung verdoppelt im schlechtesten Fall die imKontext liegende Umgebung, d.h., da� die Daten exponentiell anwachsen.Eine Anweisung ver�andert meistens nur einen Wert einer Variable in der Va-riablenumgebung. Es ist platzsparender, die �Anderungen festzuhalten, und nichtdie komplette Variablenumgebung neu zu berechnen, d.h., da� die Funktion vsetnicht sofort ausgewertet wird6.3.4.2 If-Anweisungen in der Wert-konditionierenden MethodeDie symbolischen Werte der Variablen k�onnen e�zienter dargestellt werden, wenndie Bedingungen direkt einer Variable zugeordnet werden (vgl. [13]). Eine Variablebesitzt mehrere symbolische Werte und zu je einem Wert existiert eine Bedingung,die entscheidet, ob der Wert verwendet wird. Die Bedingungen m�ussen disjunktsein und den Eingaberaum vollst�andig partitionieren, d.h., es mu� f�ur eine beliebi-ge Parameterbelegung genau eine Bedingung zu true evaluieren. Die Bedingungensind keine Pfadbedingungen, sondern klassi�zieren Pfade.F�ur die Evaluierung wird ein Kontext ben�otigt. Der Kontext wird analog zurVariablenumgebung de�niert. Er ist eine endliche Menge aus Paaren. Jedes Paarbesteht aus einem Variablensymbol und einer Fallunterscheidung. Die Fallunter-scheidung ist eine endliche Menge aus Paaren. Das erste Element im Paar ist einAusdruck in FE | das zweite ein Konditional in FC .G = (FE � FC )lenvS 2 (VS�G)(3.39)Die Menge G ist die Menge aller Fallunterscheidungen7.f(e1; c1); : : : ; (el; cl)g , 8>>>><>>>>:e1; c1...el; cl(3.40)Die Fallunterscheidung wird in der hier vorgestellten Evaluierungsfunktion in zweiverschiedenen Darstellungen verwendet. Die erste Schreibweise ist die Mengen-notation, die zweite die mathematische Notation.6F�ur die Funktion vset wird eine \lazy evaluation"-Semantik verwendet.7G enth�alt auch Fallunterscheidungen, die nicht g�ultig sind. Die symboliche Evaluierung mu�daher garantieren, da� sie keine Fallunterscheidung erzeugt, deren Bedingungen nicht disjunktbzw. den Eingaberaum nicht vollst�andig partitionieren.



41Drei Hilfsfunktionen werden f�ur die Bearbeitung einer Fallunterscheidung ben�otigt.�i0BBBB@8>>>><>>>>:e1; c1...el; cl1CCCCA = ei; �i0BBBB@8>>>><>>>>:e1; c1...el; cl1CCCCA = ci; ����������8>>>><>>>>:e1; c1...el; cl ���������� = l(3.41)Die Funktion �i selektiert den i-ten Ausdruck in der Fallunterscheidung. �i gibtdie Bedingung des i-ten Ausdrucks zur�uck. Die Betragsfunktion der Fallunter-scheidung bestimmt die Anzahl der F�alle.Analog zur Pfad-enumerierenden Methode wird eine Evaluierungsfunktion cvalde�niert. cval : S � CTX! CTX(3.42)Die Hintereinanderausf�uhrung und die Null-Anweisung unterscheiden sich zuden bisherigen De�nitionen nicht.cval(null ; ctx) 7! ctx(3.43) cval(S1;S2; ctx) 7! cval(S2; cval(S1; ctx))(3.44)Im Ausdruck E einer Zuweisung var := E werden Variablen verwendet, f�urdie es mehr als einen Variablenwert gibt. Jeder Wert einer Variable, die in Evorkommt, ist m�oglich. Eine Kombination von m�oglichen Variablenwerten hei�tInstanz.Mit einer Instanz kann ein neuer Wert f�ur die Variable var berechnet werden.Die Bedingung des neuen Wertes, wird von den Bedingungen der eingesetztenWerte der Variablen in E abgeleitet.Die Funktion USE bestimmt die verwendeten Variablen in E.USE (expr) = fv1; : : : ; vmg(3.45)Die Fallunterscheidungen der Variablen v1; : : : ; vm werden aus dem Kontext ctxherausgel�ost und im Vektor W festgehalten.W = (vget(ctx; v1); : : : ; vget(ctx; vm))(3.46) = (w1; : : : ; wm)(3.47)Die Funktion vget wird hier nicht explizit de�niert, in der Formel 3.4 f�ur dieStandardsemantik von � -Simple wurde sie bereits angegeben. Die Funktion vget



42hat als Argumente den Kontext ctx und eine Variable v. Das Resultat der Funktionist die Fallunterscheidung der Variable v.Die m�oglichen Werte einer Variable vk werden durchnumeriert und ein Index-wertebereich Ik bestimmt. Ik sind alle Zahlen von 1 bis zu der Anzahl der F�alleder Variable vk. Ik = f1; : : : ; jwkjg(3.48)Eine Instanz ist ein Element aus dem Kreuzprodukt aller Indexwertebereiche.I = I1 � � � � � Im(3.49)Ein Element in I enth�alt f�ur jede Variable eine Komponente. Die Komponentebestimmt den Wert f�ur die Einsetzung in E.I = (i1; : : : ; im) 2 I(3.50)Der Indexvektorbereich kann auch leer sein. Dieser Fall tritt auf, wenn keine Va-riablen im Ausdruck vorkommen. Z.Bsp.: x := 10. Bei einem nicht trivialen Fall8wird f�ur jede Instanz eine Variablenumgebung mit der dazugeh�origen Bedingungerzeugt.U = f(f(v1; �i1(w1)); : : : ; (vm; �im(wm))g ; �i1(w1) and : : : �im(wm))j I 2 Ig(3.51)Die Menge U besteht aus Paaren. Jedes Paar enth�alt eine Variablenumgebung undeine Bedingung einer Instanz. Die Bedingung der Instanz ist aus den Bedingungender Werte der Variablen v1; : : : ; vm zusammengesetzt.Mit jeder Variablenumgebung aus U wird die Zuweisung var := E ausgewertet,das Ergebnis mit der Bedingung der Umgebung gebunden und in die Fallunter-scheidung der Variable var aufgenommen:g = f(vget (svalS(var := E ; env); p))j (env; p) 2 Ug(3.52)Wobei g die neue Fallunterscheidung der Variable var ist. Die Funktion vset ordnetder Variable var die Fallunterscheidung g zu9.cval(var := E ; ctx) 7! vset(ctx; v; g)(3.53)8Der Indexvektorbereich ist nicht leer.9vset wird analog zu Semantikfunktion val de�niert. (Formel 3.5)



43F�ur die If-Anweisung gibt es zwei verschiedene Formalismen. Der eine isttheoretisch einfacher, hat aber den Nachteil, da� bei einer Implementierung derMethode, Information zu sp�at bearbeitet wird. Aus didaktischen Gr�unden wirdzun�achst dieser Ansatz vorgestellt.Analog zu der Auswertung einer Zuweisung in cval wird die Menge U f�ur dieBedingung C der If-Anweisung var := E berechnet.Wenn USE (C) = v1; : : : ; vm(3.54)die verwendeten Variablen im Konditional C sind, dann ist der Vektor W , derIndexvektorbereich I und die Menge durchW = (vget(ctx; v1); : : : ; vget(ctx; vm))(3.55) = (w1; : : : ; wm)I = f1; : : : ; jw1jg � � � � � f1; : : : ; jwmjg(3.56)U = f(f(v1; �i1(w1)); : : : ; (vm; �im(wm))g ; �i1(w1) and : : : �im(wm))j I 2 Ig(3.57)bestimmt.Das Konditional C wird mit jeder in U enthaltenen Variablenumgebung eva-luiert und mit der dazugeh�orenden Bedingung verkn�upft.Y = fsval(C; env) and pj (env; p) 2 Ug(3.58)Jedes Element in Y ist ein Pr�adikat. Wie aus der nachfolgenden Beweisskizzefolgt, ist genau ein Pr�adikat aus der Menge Y true, wenn der Then-Zweig in derIf-Anweisung ausgef�uhrt wird.Die Disjunktion aller Elemente aus Y ergibt das Pr�adikat Pt, das genau danntrue ist, wenn der Then-Zweig evaluiert wird.Pt = ORy2Y y(3.59)Analog kann das Pr�adikat Pf f�ur den Else-Zweig entwickelt werden.Y = fnot sval(c; env) and pj (env; p) 2 Ug(3.60)



44Die Disjunktion aller Elemente in y ist ein Pr�adikat �uber den Parametern, dasgenau dann zu true evaluiert, wenn der Else-Zweig ausgef�uhrt wird.Pf = ORy2Y y(3.61)Die Evaluierungsfunktion cval wertet beide Pfade aus.ctx1 = sval(S1; ctx)(3.62) ctx2 = sval(S2; ctx)(3.63)Die Hilfsfunktion Ext erweitert jede Bedingung einer Fallunterscheidung mit demPr�adikat Pf bzw. Pt.Ext :G� FC ! G(3.64) Ext(f(e1; c1); : : : ; (el; cl)g ; p) 7! f(e1; c1 and p); : : : ; (el; cl and p)gDie Funktion Ext wird auf jede Fallunterscheidung in den Kontexten ctx1 und ctx2angewendet. Das Ergebnis sind zwei erweiterte Kontexte ctx01 und ctx02.ctx01 = f(v1;Ext(w1; Pt)); : : : ; (vn;Ext(w1; Pt))g(3.65) ctx02 = f(v1;Ext(w1; Pf)); : : : ; (vn;Ext(w1; Pf))g(3.66)Beide Kontexte werden im letzten Schritt zusammengefa�t. Eine weitere Hilfs-funktion Join verbindet Kontext ctx01 und Kontext ctx02.Join : CTX�CTX! CTX(3.67) Join(f(v1; w1); : : : ; (vn; wn)g ;f(v1; w01); : : : ; (vn; w0n)g) 7!f(v1; w1 [ w01); : : : ; (vn; wn [ w0n)g(3.68)
Der Kontext der evaluierten If-Anweisung ist dahersval(if C then S1 else S2; ctx) 7! Join(ctx01; ctx02):(3.69)Die beiden Pr�adikate Pt und Pf sind disjunkt. Es kann daher keine ung�ultigeFallunterscheidung entstehen.



45BeweisskizzeZun�achst mu� gezeigt werden, da� die beiden Bedingungen Pt und Pf disjunktsind. Das Pr�adikat (Pt andPf) mu� in jedem beliebigen Kontext false sein. Esist zu zeigen: Pt andPf = false(3.70)Zun�achst setzen wir f�ur Pt und Pf die De�nition ein.�ORy2Y y� and "ORy2Y y#(3.71)F�ur jedes Element in Y bzw. Y wird folgende Notation verwendet.yi = (ci and pi)(3.72) yi = (not ci and pi)(3.73)Dabei ist ci vom i-ten Element in der Menge Y bzw. Y das evaluierte Konditionalund pi ist die ererbte Bedingung der Instanz. Die Kardinaltit�at der Menge Y bzw.Y ist jIjy. " OR1�i�jIj(ci and pi)# and " OR1�j�jIj(not cj and pj)#(3.74)Das Distributivgesetz wird angewendet, und der zweite Term der Und-Operationin den ersten Term hineingezogen.OR1�i�jIj "(ci and pi) and OR1�j�jIj(not cj and pj)#(3.75)Das Distributivgesetz wird wieder verwendet, um den inneren Term der �au�erenOder-Operation zu vereinfachen.OR1�i�jIj OR1�j�jIj [(not cj and pj) and(ci and pi)] =(3.76) OR1�i�jIj OR1�j�jIj (not cj and ci and pi and pj)(3.77)Wenn beide Indizes gleich sind, ergibt der innerste Term false und kann aus demIndexbereich herausgenommen werden.OR1�i�jIj OR1�j�jIj^i 6=j (not cj and ci and pi and pj)(3.78)yIst die Anzahl der Instanzen



46pi und pj sind ererbte Bedingungen von unterschiedlichen Instanzen und habenfolgende Struktur: AND1�k�m �ik(wk)(3.79)F�ur pi gibt es genau einen Indexvektor I1 in I und f�ur pj den Indexvektor I2. BeideIndexvektoren sind ungleich (I1 6= I2), da pi und pj unterschiedliche Instanzensind. I1 = (iI11 ; : : : ; iI1m)(3.80) I2 = (iI21 ; : : : ; iI2m)(3.81)D.h, es existiert zumindest eine Komponente ik im Vektor I1, die sich von dergleichen Komponente im Vektor I2 unterscheidet.9k : iI1k 6= iI2k ^ 1 � k � m(3.82)D.h., da� ein anderer Fall f�ur die Instanz verwendet wurde.pi and pj =(3.83) (�iI11 (w1) and : : : �iI1k (wk) and : : : �iI1m (wm)) and(3.84) (�iI21 (w1) and : : : �iI2k (wk) and : : : �iI2m (wm)) =(3.85) false(3.86)Da alle Bedingungen der F�alle disjunkt sein m�ussen, ist die Konjunktion von zweiBedingungen einer Fallunterscheidung false und daher ist pi and pj f�ur ein i 6= jimmer false. Wenn pi and pj = false, dann ist Pt andPf = false.Jetzt mu� nur noch gezeigt werden, da� nie eine ung�ultige Fallunterscheidungentstehen kann. Ausgehend von der Funktion �, die nur einen Fall im Anfangs-kontext erzeugt, wird durch Induktion gezeigt, da� die If-Anweisung nur g�ultigeFallunterscheidungen erzeugen kann, wenn vor der If-Anweisung nur g�ultige Fall-unterscheidungen waren. q.e.d.Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.9 wird mit der Wert-konditionierendenMethode symbolisch evaluiert. Die �-Funktion erzeugt einen Anfangskontext.ctx0 = n(x; f(x; true)g); (y; f(y; true)g)o



47Die Fallunterscheidungen f�ur die Variablen x und y sind in der Mengennotationangegeben. Sie beinhalten nur ein Paar. Die Bedingung ist daher true.Die Hintereinanderausf�uhrung ist die erste Anweisung, die evaluiert wird.cval(if x < y then x := y � x else y := x� y; x := x + y; ctx0) =cval(x := x + y; cval(if x < y then x := y � x else y := x� y; ctx0))(3.87)Als n�achstes wird die If-Anweisung ausgewertet. Die Pr�adikate Pt und Pf werdenbestimmt. USE (x < y) = fx; ygDie USE-Menge der Bedingung x < y beinhaltet die zwei Variablen x und y.W = (f(x; true)g; f(y; true)g)Der Vektor W wird gebildet, indem die Fallunterscheidungen von x und von y ausdem Kontext ctx0 herausgel�ost werden.I = f1g � f1gDer Indexvektorbereich beinhaltet nur ein Element. D.h., es gibt f�ur die symbol-ische Evaluierung der Bedingung nur eine Instanz.U = f(f(x; x); (y; y)g; true and true)g= f(f(x; x); (y; y)g; true)gDie Menge U setzt sich aus den Variablenumgebungen der einzelnen Instanzenund deren ererbten Bedingungen zusammen. Da es nur eine Instanz gibt, bestehtdie Menge U aus einem Paar. Die Bedingung der Variablenumgebung ist true.Y = fsvalC(x < y; f(x; x); (y; y)g) and trueg= fx < y and trueg= fx < ygDie Menge Y enth�alt die Pr�adikate der einzelnen Instanzen. Es ist genau dannein Pr�adikat aus der Menge true, wenn der Then-Zweig ausgef�uhrt wird.



48Analog wird die Menge Y berechnet.Y = fnot svalC(x < y; f(x; x); (y; y)g) and trueg= fnot(x < y) and trueg= fx � ygDa beide Mengen Y und Y aus nur einem Element bestehen, k�onnen Pt und Pfdirekt angegeben werden. W�urden mehrere Elemente in Y bzw. Y existieren,m�u�ten die Pr�adikate mit der Oder-Operation verkn�upft werde.Pt = x < yPf = x � y:Im n�achsten Schritt wird der Then-Zweig mit dem Kontext ctx0 ausgewertet.ctx1 = cval(x := y � x; ctx0)Die Zuweisung x := y�x verwendet im Ausdruck die zwei Variablen x und y. Daim Kontext jeweils ein Wert f�ur beide Variablen gespeichert ist, existiert nur eineInstanz. Die ererbte Bedingung ist true. Analog zur Auswertung des Konditionalsin der If-Anweisung, m�ussen die Hilfsmengen bestimmt werden.USE (y � x) = fx; ygW = (f(x; true)g; f(y; true)g)I = f1g � f1gU = f(f(x; x); (y; y)g; true and true)g= f(f(x; x); (y; y)g; true)gDie Menge U enth�alt nur ein Paar. Das erste Element des Paars ist die Varia-blenumgebung der Instanz, das zweite die ererbte Bedingung.w = f(vget(svalS(x := y � x; f(x; x); (y; y)g); x); true)g= f(vget(f(x; y � x); (y; y)); true)g= f(y � x; true)gDie Zuweisung wird mit der einen Variablenumgebung ausgewertet und der neueWert der Variable x mit der Funktion vget aus der Ergebnisumgebung der Funk-



49tion svalS herausgeholt.ctx1 = vset(ctx0; x; f(y � x; true)g)= n(x; f(y � x; true)g); (y; f(y; true)g)oAnalog zum Then-Zweig wird der Else-Zweig berechnet. Die einzelnen Schrittewerden aus Platzgr�unden nicht angegeben. Das Ergebnis istctx2 = cval(x := y � x; ctx0)= n(x; f(x; true)g); (y; f(x� y; true)g)o :Die Funktion Ext erweitert jede Bedingung im Kontext ctx1 bzw. ctx2 mit demPr�adikat Pf bzw. Pt.ctx01 = n(x;Ext(f(y � x; true)g; Pt)); (y;Ext(f(y; true)g; Pt))o= n(x; f(y � x; x < y)g); (y; f(y; x � y)g)oDie Bedingungen von ctx2 werden mit dem Pr�adikat Pf erweitert.ctx02 = n(x;Ext(f(x; true)g; Pf)); (y;Ext(f(x� y; true)g; Pf))o= n(x; f(y; x � y)g); (y; f(x� y; x � y)g)oDie Funktion Join vereinigt beide Kontexte ctx01 und ctx02. Das Ergebnis derEvaluierung der If-Anweisung ist ctx3.ctx3 = Join(ctx01; ctx02)= f(x; f(y � x; x < y); (x; x � y)g);(y; f(y; x < y); (x� y; x � y)g)g= 8><>:0B@x;8><>:y � x; x < yx; x � y1CA ;0B@y;8><>:y; x < yx� y; x � y1CA9>=>;Der Kontext ctx3 wird in die Formel 3.87 eingesetzt und die letzte Anweisungausgef�uhrt.cval(x := x + y; cval(if x < y then x := y � x else y := x� y; ctx0)) =(3.88) cval(x := x+ y; ctx3)(3.89)



50Der Ausdruck x + y verwendet die zwei Variablen x und y.USE(x + y) = fx; ygDer Vektor W fa�t die zwei Fallunterscheidungen der beiden Variablen zusammen.W = �f(y � x; x < y); (x; x � y)g; f(y; x < y); (x� y; x � y)g�F�ur jede Variable gibt es zwei m�ogliche Werte. Der Indexvektorbereich bestehtdaher aus 4 Indexvektoren.I = f1; 2g � f1; 2g= f(1; 1); (1; 2); (2; 1); (2; 2)gF�ur jeden Indexvektor wird ein Paar in der Menge U erzeugt. Jedes Paar enth�alteine Variablenumgebung der Instanz und deren Bedingung.U = fu1; u2; u3; u4gu1 = �n(x; y � x); (y; y)o ; (x < y) and(x < y)�u2 = �n(x; y � x); (y; x� y)o ; (x < y) and(x � y)�u3 = �n(x; x); (y; y)o ; (x � y) and(x < y)�u4 = �n(x; x); (y; x� y)o ; (x � y) and(x � y)�Die Bedingungen der Paare u2 und u3 sind nicht erf�ullbar. u2 und u3 werden daheraus der Menge entfernt. Die Bedingungen von u1 und u4 enthalten Redundanzen.U 0 = fu01; u04)u01 = �n(x; y � x); (y; y)o ; x < y�u04 = �n(x; x); (y; x� y)o ; x � y�Mit den Umgebungen in u1 und u4 wird die letzte Zuweisung ausgewertet, unddie Bedingungen von u1 und u4 als Fallunterscheidung herangezogen.



51
w = fa1; a4ga1 = (vget(svalS(x := x + y; n(x; y � x); (y; y)o); x); x < y)= (y � x+ y; x < y)= (2 � y � x; x < y)a4 = (vget(svalS(x := x + y; n(x; x); (y; x� y)o); x); x � y)= (x + x� y; x � y)= (2 � x� y; x � y)

Die vset-Funktion tr�agt die neue Fallunterscheidung der Variable x in denKontext ctx4 ein.cval(x := x+ y; ctx3) = vset(ctx3; x; w)= f(x; f(2 � y � x; x < y); (2 � x� y; x � y)g);(y; f(y; x < y); (x� y; x � y)g)g= 8><>:0B@x;8><>:2 � y � x; x < y2 � x� y; x � y1CA ;0B@y;8><>:y; x < yx� y; x � y1CA9>=>;= ctx4��1 bildet nur mehr die einzelnen Fallunterscheidungen der Variablen x und y aufdie Komponenten des Ausgabevektors ab.P (x; y) = ��1(ctx4)= 0B@8><>:2 � y � x; x < y2 � x� y; x � y ;8><>:y; x < yx� y; x � y1CA



52Optimierung und VereinfachungVereinfachungen Die folgenden Vereinfachungen ergeben sich durch die Eigen-schaften der Bedingungen in der Wert-konditionierenden Methode.8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
...et�1 ; ct�1et ; trueet+1 ; ct+1... () et(3.90) 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
...et�1 ; ct�1et ; falseet+1 ; ct+1... () 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

...et�1 ; ct�1et+1 ; ct+1...(3.91) 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
...es ; cs...es ; ct... () 8>>>><>>>>:...es ; cs or ct...(3.92)

If-Anweisung Die If-Anweisung if C then S1 else S2 verdoppelt die Werte in derFallunterscheidung auch f�ur jene Variablen, die weder im Then- noch im Else-Zweig in der DEF-Menge enthalten sind. Nach der Auswertung der If-Anweisunghaben diese Variablen folgende Struktur:f: : : (vi; f(e1; p1); (e1; p01); : : : ; (el; pl); (el; p0l)g) : : :g(3.93)Die Semantik der Fallunterscheidung wird nicht ver�andert, wenn gleiche Wertezusammengefa�t werden. Die Bedingungen werden mit der Oder-Operation ver-kn�upft. f: : : (vi; f(e1; p1 or p01); : : : ; (el; pl or p0l)g) : : :g(3.94)



53Dir Pr�adikate pj und p0j haben aufgrund der Evaluierung folgende Form:pj = (cj andPt)(3.95) p0j = (cj andPf)(3.96)Die Disjunktion beider Bedingungen ergibt cj.pj or p0j =(3.97) (cj andPt) or(cj andPf) =(3.98) cj or(Pt andPf) =(3.99) cj(3.100)D.h., da� die If-Anweisung den symbolischen Wert einer Variable nicht ver�andert,wenn die Variable in keinem der beiden Zweige de�niert wird. Um den obigenVereinfachungsschritt in der Evaluierung zu ber�ucksichtigen, kann die Evaluie-rungsfunktion diese Variablen gesondert behandeln.Bedingungen Pt und Pf werden als Argument in cval mitgef�uhrt. Wenn eineneue Fallunterscheidung f�ur eine Variable erzeugt wird, kann die vollst�andige Be-dingung mit einem Algebra-Programm �uberpr�uft werden, ob sie eine Kontradik-tion oder eine Tautologie ist. Ein fr�uhzeitiges Erkennen von redundanten Bedin-gungen verhindert das exponentielle Anwachsen von nutzloser Information.Die Wert-konditionierende Methode erzeugt Instanzen, die aufgrund der Pro-grammstruktur nicht auftreten k�onnen. Diese F�alle k�onnen mit einem zur Zeitnoch in Entwicklung stehenden graphentheoretischen Ansatz schnell erkannt wer-den. Erfolgt die �Uberpr�ufung mit einem Algebra-Programm, so sind zeitaufwendi-ge Algebra-Algorithmen notwendig, um redundante Bedingungen bzw. Kontradik-tionen zu erkennen. Die Algorithmen haben zumindest quadratischen Aufwand.Die Daten sind dabei Bedingungen, die sehr schnell anwachsen k�onnen. D.h.,da� f�ur eine konkrete Implementierung der Wert-konditionierenden Methode eine�zientes Verfahren f�ur die nicht durchf�uhrbaren Instanzen (im Beispiel u2; u4)entwickelt werden mu�.3.4.3 If-Anweisungen in der Logik-orientierten MethodeDie letzte hier vorgestellte Methode erzeugt aus einem imperativen Programm einLogikprogramm[53, 41]. Wenn aufgrund einer If-Anweisung eine Variable zweiWerte besitzt, wird der Variable eine Logikvariable zugewiesen und in Abh�angigkeit



54der Pfadbedingung der Wert der Logikvariable gebunden. Dieser Formulismuswurde in [18, 15, 14, 2] vorgestellt.Die Evaluierungsfunktion lval der Logik-orientierten Methode ordnet in einembeliebigen Punkt des Programms einer Variable einen symbolischen Ausdruck zu.Der Ausdruck ist Element der mit Logikvariablen erweiterten FunktionenalgebraF. Der Kontext ctx f�ur lval besteht aus einer symbolischen Variablenumgebungf�ur die einzelnen Variablen und einer Pfadbedingung. Die Pfadbedingung bindetin Abh�angigkeit der Parameter die einzelnen Logikvariablen.Die Funktion lval wird analog zu den bisherigen symbolischen Evaluierungs-funktionen de�niert. lval : S � CTX! CTX(3.101)Der Kontext ist ein Paar, das aus einer Variablenumgebung und einer Pfadbe-dingung aufgebaut ist. CTX = ENVS �FC(3.102)Die Hintereinanderausf�uhrung, die Null-Anweisung und die Zuweisung haben eine�ahnliche De�nition wie in der Evaluierungsfunktion sval.lval(null ; ctx) 7! ctx(3.103) lval(S1;S2; ctx) 7! lval(S2; lval(S1; ctx))(3.104) lval(var := E ; (env; p)) 7! (svalS(var := E ; env); p)(3.105)Die Zuweisung ver�andert die Pfadbedingung nicht.Die If-Anweisung wertet beide Zweige aus. Ein Faltungsoperator � f�ugt diezwei Kontexte der Zweige zusammen.Einer Variable, f�ur die mindestens eine Zuweisung in einem Zweig der If-Anweisung existiert, wird nach der If-Anweisung eine neue logische Variable zu-geordnet. Der Wert der logischen Variable wird mit dem Wert des Then-Zweigsgebunden, falls die Bedingung der If-Anweisung true ergibt. Im anderen Fall wirdder Wert des Else-Zweigs gebunden.lval(if C then S1 else S2; (env; p)) =lval(S1; (env; p and svalC(C; env)) �lval(S2; (env; p andnot(svalC(C; env))))(3.106)



55Der Faltungsoperator � extrahiert jene Wertpaare im Kontext ctx1 und ctx2, dieunterschiedlich sind. � : CTX�CTX! CTX(3.107)Wenn die Kontexte ctx1 und ctx2ctx1 = �f(v1; w(1)1 ); : : : ; (vn; w(1)n )g; p1�(3.108) ctx2 = �f(v1; w(2)1 ); : : : ; (vn; w(2)n )g; p2�(3.109)sind, dann ist die neue Variablenumgebung env0 der Faltungsoperationenv0 = f(vi; zi)j 1 � i � n ^ zi = 8><>:w(1)i ; w(1)i = w(2)i`i; sonst 9>=>;(3.110)`i ist eine neue logische Variable. Sie wird genau dann als Wert einer Variableverwendet, wenn der Then-Zweig einen anderen symbolischen Wert als der Else-Zweig besitzt. �1 = AND1�i�n^w(1)i 6=w(2)i (`i = w(1)i )(3.111) �2 = AND1�i�n^w(1)i 6=w(2)i (`i = w(2)i )(3.112)�1 ist ein Pr�adikat und bindet die logischen Variablen mit den Werten des Then-Zweigs. Analog wird �2 f�ur den Else-Zweig de�niert. Das Ergebnis der Faltungs-operation ist ein neuer Kontext mit der Variablenumgebung env0 und einer neuenPfadbedingung. ctx1 � ctx2 = (env0; (p1 and�1) or(p2 and�2))(3.113)�1 bzw. �2 wird mit der Pfadbedingung des Then-Zweigs bzw. Else-Zweigs ver-kn�upft. Die erweiterten Pfadbedingungen der beiden Zweige werden disjungiert.Die Funktion � wird analog zu den bisherigen Evaluierungsfunktionen de�niert.�(x1; : : : ; xn) 7! (f(v1; x1); : : : ; (vn; xn)g ; true)(3.114)Die Umkehrfunktion ��1 ist wesentlich komplexer. Aus dem Logikprogramm kannnicht direkt die funktionale De�nition des Programms abgeleitet werden. Ein wei-terer Bearbeitungsschritt ist notwendig, um die einzelnen F�alle aus dem Logik-programm zu extrahieren.



563.4.4 BeispielDas Beispiel aus Abbildung 3.9 wird mit der Logik-orientierten Methode ausge-wertet. Der Anfangskontext wird mit Hilfe der �-Funktion erzeugt.ctx0 = (f(x; x); (y; y)g; true)Im n�achsten Schritt wertet die Funktion lval die Hintereinanderausf�uhrung aus.Die Zuweisung und die If-Anweisung sind separiert.lval(if x < y then x := y � x else y := x� y; x := x + y; ctx0) =lval(x := x + y; lval(if x < y then x := y � x else y := x� y; ctx0))Die Bedingung der If-Anweisung wird mit ctx0 ausgewertet.svalC(x < y; f(x; x); (y; y)g) =svalE(x; f(x; x); (y; y)g) < svalE(y; f(x; x); (y; y)g) =x < yDie Pfadbedingung f�ur den Then-Zweig ist die Konjunktion der evaluierten Be-dingung und der bisherigen Pfadbedingung.p1 = true and(x < y)= x < yF�ur den Else-Zweig wird das evaluierte Konditional der If-Anweisung negiert.p2 = true and not(x < y)= x � yDer Then-Zweig wird mit der Umgebung aus ctx0 und mit der Pfadbedingung p1ausgewertet. lval(x := y � x; (f(x; x); (y; y)g; p1)) =(svalS(x := y � x; f(x; x); (y; y)g); p1) =(f(x; y � x); (y; y)g; p1) = ctx1Analog wird der Else-Zweig ausgewertet.lval(y := x� y; (f(x; x); (y; y)g; p2)) =(svalS(y := x� y; f(x; x); (y; y)g); p2) =(f(x; x); (y; x� y)g; p2) = ctx2



57Das Ergebnis der If-Anweisung ist die Faltung beider Kontexte ctx1 und ctx2.ctx1 � ctx2 =(f(x; y � x); (y; y)g; p1) � (f(x; x); (y; x� y)g; p2) =(f(x; `1); (y; `2)g; p3) = ctx3In beiden Zweigen haben x und y unterschiedliche Werte und m�ussen daher durchdie logischen Variablen `1 und `2 ersetzt werden.p3 = (p1 and(`1 = y � x) and(`2 = y)) or(p2 and(`1 = x) and(`2 = x� y))Die Pfadbedingung der Faltung besteht aus den beiden Pfadbedingungen p1 undp2 mit den einzelnen Variablenbedingungen der logischen Variablen.lval(x := x + y; lval(if x < y then x := y � x else y := x� y; ctx0)) =lval(x := x+ y; ctx3) =(svalS(x := x + y; f(x; `1); (y; `2)g); p3) =(f(x; `1 + `2); (y; `2)g; (p1 and(`1 = y � x) and(`2 = y)) or(p2 and(`1 = x) and(`2 = x� y)))Im letzten Schritt wird die zweite Anweisung der Hintereinanderausf�uhrung eva-luiert. Das Ergebnis ist ein logisches Programm.3.5 SchleifenDie einzige Schleife in � -Simple ist die While-Schleife. Sie �uberpr�uft zu Beginn derSchleife die Schleifenbedingung und f�uhrt nur dann den Schleifenrumpf aus, wenndie Schleifenbedingung true ist. Andernfalls wird mit der n�achsten Anweisungfortgefahren.Repeat-Schleifen oder komplexere Schleifen k�onnen mit Hilfe der While-Schleifeformuliert werden. Die Semantikfunktion w�urde unn�otig anwachsen, wenn sie indie Sprache aufgenommen w�urden.repeat S until C , S;while notC do S(3.115)Eine Repeat-Schleife f�uhrt den Schleifenrumpf mindestens einmal aus. Sie wirddaher in eine While-Schleife umgewandelt, vor der S ausgef�uhrt wird. Danach



58folgt die While-Schleife mit der negierten Repeat-Schleifenbedingung und demgleichen Schleifenrumpf.For-Schleifen werden analog zur Repeat-Schleife mit Hilfe eines Schemas inWhile-Schleifen umgewandelt.for v := a to e do S , v := a;while a � e do S; v := v + 1(3.116)Die symbolische Analyse ben�otigt die Semantik der Schleife. valS wird f�ur dieAuswertung der Schleife rekursiv de�niert.valS(while C do S; env) 7!8><>:valS(while C do S; valS(S; env)); valC(C; env) = trueenv; sonst(3.117)
Der Schleifenrumpf S der Schleife wird solange evaluiert, bis die Schleifenbedin-gung C false ergibt.Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.10 wird ausgewertet. Die Anfangswertevon x und y k�onnen beliebig gew�ahlt werden, da nach der zweiten Anweisung diebeiden Variablen die Werte x = 10 und y = 11 besitzen. Wir beginnen also mitder Evaluierung der While-Schleife mit dem Kontext env2y.env2 = f(x; 10); (y; 11)gvalS(while x < y do x := x+ 1; env2)Jetzt wird das Konditional der While-Schleife mit env2 berechnet.valC(x < y; env2) = valE(x; env2) < valE(y; env2)= 10 < 11= trueDie Schleifenbedingung ist true und daher wird der Schleifenrumpf evaluiert.valS(while x < y do x := x+ 1; env2) =valS(while x < y do x := x + 1; valS(x := x+ 1; env2))yDie Evaluierung der ersten beiden Anweisungen ist trivial.



59Die Zuweisung im Schleifenrumpf erh�oht den Wert der Variable x um 1.valS(x := x + 1; env2) = f(x; 11); (y; 11)g= env3Die Schleifenbedingung wird mit env3 ausgewertet. Das Ergebnis der Auswertungist false und die Schleife terminiert.valC(x < y; env3) = valE(x; env3) < valE(y; env3)= 11 < 11= falseDas Resultat des Programms ist die Variablenumgebung env3.DEF/USE-MengenDie DEF-Menge der While-Schleife entspricht der DEF-Menge des Schleifenrump-fes S. Die USE-Menge der Schleife besteht aus den USE-Mengen der Schleifenbe-dingung C und des Schleifenrumpfes.DEF (while C do S) = DEF (S)(3.118) USE (while C do S) = USE (S) [ USE (C)(3.119)3.5.1 Symbolische Exekution der SchleifeEine symbolisch entscheidbare Schleife kann mit einer beliebigen symbolischenMethode10 aufgel�ost werden, indem solange der Schleifenrumpf symbolisch evalu-iert wird, bis die Schleifenbedingung f�ur jede weitere Iteration false ist. Schleifen,die dieser Klasse angeh�oren, sind selten und daher ist die Exekution einer Schleifein der Regel nicht m�oglich.Das Beispiel in Abbildung 3.10 enth�alt eine symbolisch entscheidbare Schlei-fe, da ohne die Eingabe zu kennen, die Schleife immer nur einmal durchlaufenwird. Eine symbolisch unentscheidbare Schleife entsteht, wenn die ersten zweiZuweisungen im Programm Abbildung 3.10 entfernt werden. Die symbolischeEvaluierungsfunktion kann bei jedem Durchlauf der Schleife nicht entscheiden, obdie Schleife terminiert oder nicht, d.h., ein unendlich langer Entscheidungsbaumw�urde entstehen.10Pfad-enumerierend, Wert-konditionierend bzw. Logik-orientiert



60decl x,y:[1..100]x:= 10;y:= 11;while x < yx:=x+1Abbildung 3.10: Beispiel einer symbolisch entscheidbaren SchleifeIn der Pfad-enumerierenden Methode wird formal eine While-Schleife durchfolgende De�nition behandelt.pval(while C do S; f(env1; p1); : : : ; (envk; pk)g) 7!pval(while C do S;pval(S; f(env1; p1 and svalC(C; env1)); : : : ; (envk; pk and svalC(C; envk))g))[f(env1; p1 and not svalC(C; env1)); : : : ; (envk; pk and not svalC(C; envk))g
(3.120)
Beide M�oglichkeiten | Schleife terminiert bzw. Schleife durchl�auft den Schleifen-rumpf | werden ber�ucksichtigt. Falls die Schleife terminiert, wird die Pfadbe-dingung mit der negierten Schleifenbedingung verkn�upft. Im anderen Fall wirdrekursiv die Schleife evaluiert, und die Pfadbedingung mit der evaluierten Schlei-fenbedingung erweitert. Die Kontexte der beiden F�alle werden vereinigt und sinddas Ergebnis der Evaluierung der While-Anweisung.Die Abbildung 3.12 enth�alt die Kontexte der Evaluierung des Beispiels 3.11.Es entstehen bei der symbolischen Auswertung unendlich viele Pfade.decl x,y:[1..100];while x < y dox:=x+1Abbildung 3.11: Beispiel einer symb. unentscheidbaren SchleifeWenn Schleifen exekutiert werden und die Schleife geh�ort der Klasse der sym-bolisch unentscheidbaren Schleifen an, so kann vorerst keine funktionale De�nitiondes Programms gefunden werden.
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false
false

(f(x; x); (y; y)g; true)
(f(x; x+ 1); (y; y)g; x+ 1 < y)
(f(x; x+ 2); (y; y)g; x+ 2 < y)
(f(x; x+ 3); (y; y)g; x+ 3 < y)

(f(x; x + 1); (y; y)g; x+ 1 � y)
(f(x; x + 2); (y; y)g; x+ 2 � y)
(f(x; x + 3); (y; y)g; x+ 3 � y)

Abbildung 3.12: Evaluierung einer symbolisch unentscheidbaren SchleifeIm Compilerbau (vgl. [1]) wird diese Technik als \Aufrollen einer Schleife"bezeichnet. Die Konsequenz sind l�angere Programme. In der symbolischen Eva-luierung wird eine symbolisch entscheidbare Schleife zur G�anze aufgerollt und derKontext w�achst exponentiell an. Es ist daher vorteilhaft, die symbolischen Aus-dr�ucke zu vereinfachen. Basierend auf den in Abbildung 3.7 vorgestellten Rechen-regeln kann mit einem symbolischen Algebraprogramm (vgl. [63]) die Vereinfa-chung durchgef�uhrt werden. Gute Heuristiken sind notwendig, um die Ausdr�uckeschnell zu vereinfachen.Symbolisch unentscheidbare SchleifenSymbolisch unentscheidbare Schleifen lassen sich zu symbolisch entscheidbarenSchleifen transformieren. Die Bedingung f�ur diese Transformation ist die End-lichkeit des Eingaberaums.In Abh�angigkeit von der Methode existieren Bedingungen, die angeben, inwelchem Teilraum der Eingabe, die Schleife zur Ausf�uhrung kommt. Da der Ein-



62gaberaum endlich ist11, ist auch der Teilraum endlich, und mit jeder m�oglichenEingabekon�guration wird die Schleife symbolisch durchlaufen.decl x:[1..100];if x > 90 thenwhile x < 100x := x + 1elsenullAbbildung 3.13: Beispiel einer symbolisch unentscheidbaren SchleifeDas Beispiel in Abbildung 3.13 enth�alt eine symbolisch unentscheidbare Schlei-fe, da der Parameter x unbekannt ist. Wir wissen aufgrund der rg-Funktion, da�x nur Werte zwischen 1 und 100 annehmen kann, d.h., wir k�onnen daraus ein�aquivalentes Programm mit entscheidbaren Schleifen erzeugen (Abbildung 3.14).Das Beispiel aus Abbildung 3.13 wurde in ein Programm mit symbolischentscheidbaren Schleifen transformiert. Der Teilraum der Eingabe, der die un-entscheidbaren Schleifen sicher ausf�uhren l�a�t, wird vollst�andig aufgez�ahlt. DieSchleife wird damit entscheidbar.In den wenigsten F�allen ist es notwendig, den vollst�andigen Teilraum der Ein-gabe aufzuz�ahlen. Die Menge der Variablen, die f�ur die Berechnung der Schlei-fenbedingung ben�otigt wird, ist meistens kleiner als die Menge aller Variablen,d.h., der Raum beschr�ankt sich auf einen Unterraum des Teilraums der Eingabe.Der Unterraum wird nur aus den Variablen aufgespannt, die zur Berechnung derSchleifenbedingung ben�otigt werden12.Um die ben�otigten Variablen f�ur die Berechnung der Schleifenbedingung zu �n-den, reicht ein einfacher Markierungsalgorithmus (Abbildung 3.15). Er markiertdie in der Bedingung vorkommenden Variablen. Danach werden die Variablen,die in der USE-Menge einer Anweisung enthalten sind, gekennzeichnet, falls dieAnweisung eine bereits markierte Variable in der DEF-Menge enth�alt. Der Mar-kierungsalgorithmus stoppt, wenn er keine weiteren Variablen �ndet. Die MengeM enth�alt am Ende alle markierten Variablen.11F�ur jede Variable gibt die rg-Funktion den Wertebereich an.12Die Variablen entscheiden w�ahrend der Ausf�uhrung, ob die Schleife abgebrochen wird odernicht.
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decl x:[1..100];if x > 90 thenif x = 91 thenwhile x < 100x := x + 1else if x = 92 thenwhile x < 100x := x + 1else if x = 93 then...else if x = 100 thenwhile x < 100x := x +1elsenull Abbildung 3.14: Transformiertes Programm



64M = USE (C)Mn = ;solange M 6=MnMn = Mf�ur jedes Si in Swenn DEF (Si) \M 6= ;Mn =Mn [ USE (Si)Mn =MAbbildung 3.15: Markierungsalgorithmus f�ur eine eine While-Schleife while C do SUm den Teilraum zu �nden, werden die Bedingungen, die die Schleife ausf�uhrenlassen, mit dem endlichen Raum der Eingabe geschnitten. Das Ergebnis ist wie-der ein endlicher Raum. F�ur jedes Element im Unterraum des vorher bestimmtenTeilraums wird eine If-Anweisung erzeugt. Die If-Anweisung enth�alt die Schleife(siehe Abbildung 3.16).3.5.2 Schleifen und FixpunkttheoremeIn [19] wurde die abstrakte Interpretation vorgestellt. In jedem Punkt des Pro-gramms wird einer Variable ein Intervall zugeordnet, in dem der Wert der Variablesicher liegt. F�ur Schleifen wird ein Fixpunkt f�ur die Intervalle der einzelnen Va-riablen berechnet. Die Schleife wird solange iteriert, bis sich das Intervall nichtmehr �andert. In den meisten F�allen bekommt man mit diesen Mechanismen nurgrobe Absch�atzungen. Schleifen mit der Zuweisung x := x + 1 f�uhren oft zueinem Intervall [1;1). In [7] wurde eine e�ziente Methode vorgestellt, die dieseAbsch�atzungen durchf�uhrt. Hier wird nicht nur der Daten
u�, sondern auch derKontroll
u� ber�ucksichtigt. Im allgemeinen ist festzustellen, da� f�ur die Berech-nung der Zeitfunktion, die abstrakte Interpretation nicht geeignet ist13. Es mu�aber zwischen der abstrakten Interpretation als Theorie und den unter der Theorievorgestellten Beispielen unterschieden werden. Die symbolische Analyse ist eineabstrakte Interpretation, jedoch ist der homomorphe Raum gleich m�achtig. Es ist13Die abstrakte Interpretation ist eine Theorie, die versucht, Aussagen �uber Programme zumachen. Dabei wird der urspr�ungliche Problemraum in einen anderen, meistens einfacherentransformiert und homomorphe Operationen zum urspr�unglichen Problemraum de�niert. DasProgramm wird im neuen Problemraum ausgef�uhrt bzw. ausgewertet, um Aussagen �uber dasProgramm tre�en zu k�onnen.
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W : : : symb. unentscheidbare SchleifeB : : : Bedingung, die die Schleife W sicher ausf�uhren l�a�tE : : : Eingaberaum des ProgrammsMarkiere alle Variablen von WT = f(x1; : : : ; xn)j v1 = x1 ^ : : : vn = xn ^Bg \ EU = f(xi1 ; : : : ; xim)j (x1; : : : ; xn) 2 Tgi1; : : : ; im sind die Indizes der markierten Var.Ersetze die Schleife W durch das Ergebnis der Erzeugerfunktion Z(U)Die Erzeugerfunktion:Z(X) =Wenn X nicht ;, dann nehme ein Element y aus X mit (y1; : : : ; ym)if vi1 = y1 and : : : vim = ymthenWelseE(X � y)anderfallsnullAbbildung 3.16: Umwandlungsalgorithmus f�ur symbolisch unentscheidbare Schlei-fen



66im Sinne von [47] keine Abstrahierung, sondern eine �Ubersetzung in den funktio-nalen Raum. Weitere Arbeiten �uber das Thema abstrakte Interpretation �ndetman in [9, 8, 20].3.5.3 Schleifenau
�osung mit RekursionenDie Induktionsvariablen(vgl. [62, 27]) einer Schleife k�onnen mit Hilfe von rekursivde�nierten Folgen beschrieben werden. Durch geeignete L�osungsalgorithmen istes m�oglich, die Schleife durch Zuweisungen an die Induktionsvariable zu ersetzten.Das Beispiel in Abbildung 3.17 besitzt eine Schleife, die die Variable a solangeum s erh�oht, bis a gr�o�er oder gleich e ist. Die Schleife kann durch eine Zuweisungsubstituiert werden.if a < e thenwhile a < ea:=a+selse...wird ersetzt durchif a < e thena:= a + s * ((e - a) div s)else...Abbildung 3.17: Beispiel: Au
�osung mit RekursionenIn vielen F�allen ist die Bestimmung eines exakten symbolischen Ausdrucks f�urdie Variablen nicht m�oglich. Es kann aber eine Absch�atzung des Wertes gefundenwerden. Ein symbolisches Intervall gibt den Wertebereich an, in dem der Wertder Variable sicher liegt.Aufstellen der RekursionsgleichungDer Wert einer Induktionsvariable (vgl. [1]) in einer Schleife ist abh�angig vomSchleifendurchgang. Wir k�onnen den Wert der Variable v des i-ten Rekursions-schritts als Funktion v(i) schreiben. v(0) ist der Wert, den die Variable vorAusf�uhrung der Schleife hat. Jeder weitere Schritt wird durch die Rekursions-gleichung v(i + 1) = �(v(i)); i � 0 bestimmt. Wenn mehrere abh�angige In-



67duktionsvariablen in der Schleife vorkommen, ist die Rekursion ein rekursivesGleichungssystem.F�ur das Aufstellen des rekursiven Gleichungssystems wird der Schleifenrumpfeinmal symbolisch evaluiert. Vor der Auswertung des Schleifenrumpfs werdenden Induktionsvariablen vj(i) zugeordnet, und sie erhalten somit den Wert desletzten Durchgangs am Ende des Schleifenrumpfs. Nach der Evaluierung desSchleifenrumpfs enthalten die einzelnen Variablen die symbolischen Werte f�ur v(i+1).
decl a,b,e,x,y:[1..100]a:=x;b:=y;while a < e doa:=a+x;b:=2 * b Abbildung 3.18: BeispielprogrammBeispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.18 enth�alt eine Schleife, deren DEF-Menge die Variablen a und b enth�alt14. Die Werte der Variablen vor der Schleifesind x und y. a(0) = xb(0) = yIm n�achsten Schritt wird am Anfang des Schleifenrumpfs, den Variablen a und b,die Rekursionvariable a(i) und b(i) zugeordnet. Am Ende der Auswertung enth�altdie Schleife im Kontext f�ur die zwei Variablen zwei symbolische Ausdr�ucke.: : : ; (a; a(i) + x); (b; 2 � b(i)); : : :14Variablen in der DEF-Menge einer Schleife sind potentielle Induktionsvariablen.



68Sie entsprechen den Werten der Variablen am Ende des momentanen Durchgangs.Wir erhalten ein rekursives Gleichungssystem mit zwei Variablen. Beide Glei-chungen sind voneinander unabh�angig und k�onnen getrennt gel�ost werden.a(0) = xa(i + 1) = a(i) + x; wenn i � 0b(0) = yb(i + 1) = 2 � b(i); wenn i � 0Mit Hilfe von mathematischen Verfahren kann das System gel�ost werden.a(i) = (i + 1) � xb(i) = y � 2iL�osen von unbedingten RekursionenRekursionen k�onnen nicht immer aufgel�ost werden. If-Anweisungen erzeugen be-dingte rekursive Gleichungssysteme, die in den wenigsten F�allen mit Hilfe vonmathematischen Verfahren berechnet werden k�onnen. Die folgenden Formalismenbehandeln nur unbedingte Rekursionen.Summationsfaktoren. Dieses Verfahren (vgl. [29]) geht davon aus, da� dieRekursion erster Ordnung und linear ist und nur aus einer Rekursionsvariablebesteht. a(n)xn = b(n)xn�1 + c(n); n � 1(3.121)Die Rekursion kann mittels Summation vereinfacht werden.F (n) = Qn�1i=1 a(i)Qnj=1 b(j)(3.122)Beide Seiten der Rekursion werden mit F (n) multipliziert.yn = yn�1 + F (n)c(n)(3.123)wobei die Rekursion yn = b(n + 1)F (n + 1)xn ist. Die letzte Rekursion erlaubtuns die urspr�ungliche Rekursion als Summe anzugeben.xn = x0 +Pni=1 F (i)c(i)b(n + 1)F (n+ 1)(3.124)



69Erzeugende Funktionen. Das Verfahren (vgl. [29]) der erzeugenden Funktionist m�achtig, aber nicht algorithmisierbar.Es wird f�ur jede Variable eine Potenzreihe konstruiert. Die Koe�zienten derPotenzreihe sind die vj(i). Vj(z) =Xi vj(i)zi(3.125)Anstatt die Rekursion direkt zu l�osen, wird die Rekursion �uber die formalen Po-tenzreihen berechnet. Wenn das rekursive Gleichungssystem linear ist, wird jedesVorkommnis von vj(i) durch Vj(z) ersetzt | vj(i+1) durch Vj(z)�vj(0)z substituiert.Konstante Terme c werden durch c1�z ersetzt.Wir erhalten ein Gleichungssystem mit den Unbekannten Vj(z). Das Glei-chungssystem wird gel�ost und f�ur jedes Vj(z) existiert eine Funktion in z. Siebesitzt f�ur ein beliebiges z den gleichen Wert wie die gesuchte Potenzreihe an derStelle z.Um auf die vj(i) zu kommen, mu� die Reihenentwicklung der Potenzreihegefunden werden. Jeder Koe�zient in der Potenzreihe entspricht dem vj(i) derRekursion.F�ur nichtlineare Rekursionen wird �ahnlich vorgegangen (vgl. [29]).Beispiel a(0) = 0a(i + 1) = 3a(i) + 1; wenn i � 0Zun�achst wird die Rekursionsvariable durch ihre Potenzreihe ersetzt.A(z)� a(0)z = 3A(z) + 11� zDanach wird A(z) bestimmt, und eine Partialbruchzerlegung durchgef�uhrt.A(z) = z(1� 3z)(1� z)= 12(1� 3z) + 12(1� z)= "12Xi 3izi# + "12Xi zi#Die Koe�zienten der Reihe entsprechen den Werten der Variablen a(i).a(i) = (3n � 1)2 ; wenn i � 0(3.126)



70Symbolische Interpolation Rekursionen k�onnen mit Hilfe der Interpolation(vgl. [31],[36]) gel�ost werden. Diese Methode ist elegant, hat aber den Nachteil,da� nur jene Rekursionen gel�ost werden k�onnen, f�ur die es ein k gibt, ab dem alleDi�erenzfolgen j-ter Ordnung, mit j > k, Nullfolgen sind.Der Vorw�artsdi�erenzoperator4 erzeugt aus einer Folge eine neue Folge, derenGlieder aus der Di�erenz der ursp�unglichen Folge berechnet werden.4v(i) = v(i+ 1)� v(i)(3.127) 4jv(i) = 4 �4j�1� ; j > 0(3.128) 40v(i) = v(i)(3.129)Die Rekursion f�ur v(i) kann nur dann mit Hilfe der symbolischen Interpolationaufgel�ost werden, wenn das symbolische Interpolationskriterium erf�ullt ist.9k : 8j > k : 4jv(i) = [0](3.130)Es wurde gezeigt, da� das Kriterium erf�ullt ist, wenn die L�osung der Rekursionein Polynom in i ist.Die symbolische Interpolation wurde von der diskreten Newton-Interpolationabgeleitet. F�ur die Rekursion soll eine Funktion entwickelt werden, die den i-tenWert der Rekursion direkt angibt. Die Funktion kann durch Interpolation be-rechnet werden, wenn das Interpolationskriterium h�alt. Nehmen wir an, da� f�uralle Punkte von v(i) der Wert bekannt ist. Aufbauend auf den Werten wird dieNewton Interpolation f�ur i = 1 durchgef�uhrt15. Wenn das Interpolationskriteriumgilt, wird aus der Reihe eine endliche Summe. Die Di�erenzfolgen h�oherer Ord-nung als k sind Nullfolgen und tragen nichts zum Ergebnis bei. Zur Berechnungder Funktion m�ussen h�ochstens die ersten k + 2 Werte der Rekursion bestimmtwerden16. v(i) = 1Xj=04jv(1) i� 1j !(3.131) = kXj=04jv(1) i� 1j !(3.132)15Diese Vorgehensweise ist zun�achst sinnlos: Wenn alle Punkte der Funktion v(i) gegebensind, ist die Interpolation unn�otig.16Schleifen m�ussen daher k + 2 Mal symbolisch exekutiert werden, um auf die ersten k + 2Werte der Rekursion zu kommen.



71Beispiel ai = ai�1 + 1; wenn i � 0bi = bi�1 + ai�1; wenn i � 0k wird bestimmt, indem schrittweise, rekursiv, die einzelnen Glieder der Rekursionund der Di�erenzfolgen berechnet werden.i ai bi 4ai 4bi 42bi1 a0 + 1 b0 + a0 1 a0 + 1 12 a0 + 2 b0 + 2a0 + 1 ... a0 + 2 ...3 ... b0 + 3a0 + 3 ... ... ...4 ... ... ... ...k ist f�ur die Rekursion ai gleich 1, da die Di�erenzfolge der zweiten Ordnungund alle h�oheren nur noch Nullfolgen sind. ai wird daher mit der Formel 3.132entwickelt. ai = kXj=04ja1 i� 1j != (a0 + 1) i� 10 !+  i� 11 != a0 + iF�ur die Rekursion bi ist k = 2. bi ist daherbi = kXj=04jb1 i� 1j != (b0 + a0) i� 10 !+ (a0 + 1) i� 11 !+  i� 12 != i2 + (2a0 � 1)i+ 2b02Weitere Verfahren. Es gibt noch weitere Verfahren, die mit hypergeometri-schen Reihen (vgl. [29]) arbeiten und daher noch eine gr�o�ere Klasse von Rekur-sionen au
�osen k�onnen. Weiters kann die Rekursion mit Hilfe von Di�erenzen-gleichungen berechnet werden.In der Regel wird die symbolische Interpolation eine der e�ektivsten Mechanis-men sein. Sie eignet sich gut f�ur die symbolische Analyse, da der Aufwand, die Me-thode zu implementieren, relativ gering ist. Im Vergleich dazu brauchen alle ande-ren Methoden, massive Algebrawerkzeuge, deren Berechnungszeit in Abh�angigkeit



72der Datenmenge superexponentiell anw�achst. Das Beispiel ai = 3ai�1 + 1 kannmit der symbolischen Interpolation nicht gel�ost werden, da das Interpolationskri-terium nicht f�ur diese rekursiv de�nierte Folge erf�ullt ist. Die Klasse ist dahersehr eingeschr�ankt.AbbruchbedingungDie Abbruchbedingung gibt an, ob die Schleife nochmals durchlaufen wird, odermit der n�achsten Anweisung fortgefahren werden soll. In der symbolischen Analy-se kann die evaluierte Abbruchbedingung der Schleife komplex sein. Einerseits istsie aus Induktionsvariablen aufgebaut17 und andererseits besteht sie aus Variablen,deren Werte symbolische Ausdr�ucke sind und in der Schleife konstant bleiben.Die Schleife selbst kann durch eine Menge von Zuweisungen ersetzt werden,falls alle Rekursionen aufgel�ost und der Abbruchindex gefunden wird. Der Ab-bruchindex ist die Iterationsstufe, nach der keine weitere Iteration der Schleifefolgt.Die Bedingung wird mit den vj(i) der Induktionsvariablen ausgewertet. D.h.,da� vor einer Iteration die Schleifenbedingung �uberpr�uft wird18.Die evaluierte Bedingung ist ein Term in FC , der aus Relationen und logischenOperatoren besteht. F�ur jede Relation wird der Schleifenindex i auf die rech-te Seite gebracht und die dabei enstehenden Fallunterscheidungen mit der Oder-Operation verkn�upft. Relationen, die kein i enthalten, werden nicht ver�andert.Beispiel. Die Relation in Abbildung 3.19 wird umgeformt. Die Umformungerzeugt aus der urspr�unglichen Relation drei neue. Die Bedingungen der Fallun-terscheidung werden mit der Und-Operation verkn�upft. Das Ergebnis sind dreimit der Oder-Operation zusammengefa�te Terme. i be�ndet sich nur mehr aufder linken Seite der Relationen.Im n�achsten Schritt werden alle im Term vorkommenden Relationen in Kleiner-17Enth�alt die Abbruchbedingung keine Induktionsvariablen, so kann die Bedingung nur inAbh�angigkeit von anderen Variablen true bzw. false sein. Wenn es eine Variablenbelegung f�urdiese Variablen gibt, unter der die Bedingung true ist, kann die Schleife nicht terminieren. Sieist daher eine potentielle Endlosschleife.18W�urden wir die vj(i + 1) Glieder nehmen, w�urde die Bedingung am Ende des Schleifen-rumpfes getestet.



73(ia < ci+ 1) = (ia� ci < 1)= (i(a� c) < 1)= 8>>>><>>>>:i < 1a�c ; wenn a� c > 0i > 1a�c ; wenn a� c < 0true; wenn a = c= �i < 1a� c and a� c > 0� or�i > 1a� c and a� c < 0� or[true and a = c]= �i < 1a� c and a� c > 0� or�i > 1a� c and a� c < 0� or[a = b]Abbildung 3.19: Beispiel: Umformung einer Relationbzw. Gr�o�er-Relationen umgewandelt.a = b 7! a � b and a � b(3.133) a 6= b 7! a < b or a > b(3.134) a � b 7! a < b+ 1(3.135) a � b 7! a > b� 1(3.136)Es werden solange die i-Relationen umgeformt, bis nur < bzw. > Relationen vor-handen sind. Relationen, die den Index i nicht enthalten, bleiben unver�andert.Um den Abbruchindex symbolisch zu bestimmen, wird der Term in disjunktiveNormalform(DNF) transformiert.DNF (x) =[t11 and t12 : : : and t1g1 ] or(3.137) [t21 and t22 : : : and t1g2 ] or[tk1 and tk2 : : : and tkgf ]Die Grundterme der DNF sind Relationen. Negierte Relationen werden mit demGesetz der ,,inversen Relation" in eine einfache Relation umgewandelt und an-



74schlie�end wieder auf eine Kleiner- bzw. Gr�o�er-Relation gebracht, falls i in derRelation enthalten ist.F�ur jeden Minterm19 wird der Abbruchindex i getrennt bestimmt. In denMintermen gibt es zwei Arten von Grundtermen: jene, die i-enthalten und jene,die von i unabh�angig sind. Die von i abh�angigen sind nur noch Kleiner- undGr�o�errelationen.Die Gr�o�errelationen geben f�ur den Index eine untere Schranke an. Da aberdie gr�o�te untere Schranke 0 ist, m�ussen alle anderen unteren Schranken kleinergleich 0 sein. D.h., da� alle Relationen der Form i > E in E � 0 umgeformtwerden.Alle Kleiner-Relationen sind obere Schranken f�ur den Index. Die kleinste obereSchranke ist der Abbruchindex. Das Minimum der rechten Seiten aller Relationender Form i < E ist der gesuchte Abbruchindex. Existiert keine Kleiner-Relationim Minterm, so kann f�ur diesen Fall kein Abbruchindex bestimmt werden.Wenn ein Minterm die Formmj = [(i > U1) and : : : (i > Up)] and(3.138) [(i < O1) and : : : (i < Oq)] and[t1 and : : : and tr]hat, und t1 bis tr Relationen sind, die nicht den Index i enthalten, dann ist diesymbolische Abbruchbedingung des Mintermsi = min(O1; : : : ; Oq); wenn [t1 and : : : and tr] and(3.139) [(U1 � 0) and : : : and(Up � 0)]Die symbolisch bestimmten Abbruchindizes der Minterme werden zu einer Fall-unterscheidung zuammengefa�t. Wenn die min-Funktion symbolisch nicht auf-gel�ost werden kann, wird sie in die entsprechenden F�alle umgewandelt und in dasErgebnis eingesetzt.
min(u1; : : : ; ut) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u1; u1 � u2 and : : : and u1 � utu2; u2 � u1 and : : : and u2 � ut...ut; ut � u1 and : : : and ut � ut(3.140)19Eine Zeile in der DNF



75Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.20 besteht aus einer Schleife, die durcheine Zuweisung f�ur die Induktionsvariable x ersetzt werden soll. Diese Transfor-mation ist nur dann m�oglich, wenn die Rekursion von x gel�ost werden kann.x(0) = a+ bx(i) = x(0)� iIm n�achsten Schritt wird die Schleifenbedingung symbolisch ausgewertet. F�urdecl a,b:[1..100];x,y:[-99,200]x:=a+b;if a < b theny := a - belsey := b - a;while x <> y dox := x - 1Abbildung 3.20: Beispiel: Bestimmung des Abbruchindexdie Variable x wird x(i) eingesetzt. F�ur die Variable y gibt es zwei verschiedensymbolische Ausdr�ucke. y = 8><>:a� b; a < bb� a; a � bDie Bedingung wird mit zwei Instanzen evaluiert. Das Ergebnis sind zwei mitder Oder-Operation verkn�upfte Terme. Jeder Term enth�alt die mit der jeweili-gen Instanz ausgewerteten Schleifenbedingung und der ererbten Bedingung derInstanz. C = [(x(i) 6= a� b) and(a < b)] or[(x(i) 6= b� a) and(a � b)]Die Rekursion f�ur x(i) wird in die Bedingung C eingesetzt.C =[(a + b� i 6= a� b) and(a < b)] or[(a + b� i 6= b� a) and(a � b)]



76Danach wird der Index i f�ur die Relationen explizit gemacht.C =[(i 6= 2b) and(a < b)] or[(i 6= 2a) and(a � b)]Im n�achsten Schritt werden die Relationen, die i enthalten, auf< bzw. >Relationenumgeformt. C =[f(i < 2b) or(i > 2b)g and(a < b)] or[f(i < 2a) or(i > 2a)g and(a � b)]Jetzt kann C in disjunktive Normalform gebracht werden. Schrittweise wendenwir das Distributivgesetz an und wir erhalten eine DNF(C) mit vier Mintermen.C =[(i < 2b) and(a < b)] or[(i > 2b) and(a < b)] or[(i < 2a) and(a � b)] or[(i > 2a) and(a � b)]F�ur jeden Minterm wird symbolisch der Abbruchindex bestimmt.C = m1 orm2 orm3 orm4F�ur m1 ist i < 2b eine obere Schranke. D.h.,i = 2b; wenn a < bIn m2 gibt es keine obere Schranke. Das gleiche gilt f�ur m4. Nur f�ur m3 mu� nochder Index bestimmt werden. i = 2a; wenn a � bBeide Indexberechnungen von m1 und m3 zusammengefa�t, ergeben folgende Fall-unterscheidung. i = 8><>:2b; a < b2a; a � b



77Nachdem der Abbruchindex bestimmt worden ist, k�onnen wir den Wert der In-duktionsvariable x nach der Schleife direkt angeben.x = a + b� i= a + b� 8><>:2b; a < b2a; a � bx = 8><>:a� b; a < bb� a; a � bDas Programm in Abbildung 3.21 ist semantisch mit dem Programm in Ab-bildung 3.20 �aquivalent.decl a,b,x,y:[1..100];x:=a+b;if a < b theny := a - belsey := b - a;if a < b thenx := a - belsex := b - aAbbildung 3.21: Beispiel: Aufgel�oste SchleifeBedingte rekursive GleichungssystemeInduktionsvariablen, f�ur die eine Zuweisung in einer If-Anweisung existiert, erzeu-gen ein rekursives bedingtes Gleichungssystem. F�ur diese Systeme gibt es keineallgemeine L�osungsmethode, obwohl sie in der Analyse von Programmen sehr oftvorkommen. Die symbolische Analyse ist f�ur diese Klasse von Rekursionen sehraufwendig. Ein exakter Algorithmus existiert nicht. Es gibt aber g�ultige Trans-formationen, die das System schrittweise vereinfachen.Ein �-Operator wird verwendet, um das bedingte rekursive Gleichungssystemdarzustellen. Der Operator � ist ein Operator in der Funktionenalgebra. Er



78hat als Argumente die Startwerte der Induktionsvariablen, die Abbruchbedingungder Rekursion, die bedingten rekursiven Gleichungen und eine Induktionsvariable,deren Wert nach dem letzten Schritt der Rekursion20 als Resultat des Operatorsgenommen wird.� (vj; fv1(0) = : : : ; : : : ; v�(0) = : : : g ;C ; fv1(i+ 1) = : : : ; : : : ; v�(i+ 1) = : : : g)Die Schleife hat � Induktionsvariablen. Das Resultat der �-Operation ist dieInduktionsvariable vj, die im ersten Iterationsschritt f�ur die symbolisch evaluierteBedingung C false ergibt. Die Startwerte der Rekursion legt das zweite Argumentfest. Das letzte Argument ist eine Menge von Rekursionsgleichungen.In der symbolischen Analyse kann eine Schleife durch eine Menge von Zu-weisungen f�ur die Induktionsvariablen ersetzt werden. Jede Induktionsvariableder Schleife bekommt eine �-Operation zugeordnet. Die Resultatsvariable der�-Operation ist die Induktionsvariable selbst. Alle anderen Argumente des �-Operators sind f�ur die Induktionsvariablen ident.while : : :a = : : :b = : : : () a = �(a; : : : )b = �(b; : : : )(3.141)Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.18 hat zwei Induktionsvariablen a undb. Die Schleife wird in Form eines Gleichungsystems dargestellt. Das Beispielenth�alt keine Fallunterscheidung in der Rekursion.a = �(a(i); fa(0) = x; b(0) = yg;a(i) < e; fa(i+ 1) = a(i) + x; b(i + 1) = 2 � b(i)g)b = �(b(i); fa(0) = x; b(0) = yg;a(i) < e; fa(i+ 1) = a(i) + x; b(i + 1) = 2 � b(i)g)Vereinfachung und Au
�osungDie �-Operation l�a�t eine Anzahl von Vereinfachungen zu, soda� Rekursionenleichter aufgel�ost werden k�onnen.Manche Rekursionen sind degeneriert, soda� f�ur den Index 0, die Bedingungdes �-Operators false ist. Anstatt des �-Operators, kann der Startwert der Induk-tionsvariable genommen werden. Ein erweiterter Test ist die �Uberpr�ufung, ob die20wird durch die Abbruchbedingung bestimmt



79M = fvjg [ USE (C)Mn = ;solange M 6=MnMn = Mf�ur jedes vj(i+ 1) = exprMn =Mn [ USE (expr)Mn =M Abbildung 3.22: Markierungsalgorithmus f�ur den �-OperatorBedingung, die die �-Operation ausf�uhren l�a�t, mit der Abbruchbedingung der�-Operation false ist.� (vj; f: : : vj(0) = exprg; false; f: : : g) = expr(3.142)F�ur alle nicht degenerierten Rekursionen werden jene Induktionsvariablen aus �entfernt, die nicht f�ur die Berechnung des Resultats ben�otigt werden. Ausgehendvon der Resultatsvariable und den Induktionsvariablen in der Bedingung, werdenalle f�ur die Berechnung notwendigen Variablen gekennzeichnet. Der Algorithmuswird solange wiederholt, bis keine weiteren Induktionsvariablen zum Markierengefunden werden. Alle nicht markierten Induktionsvariablen k�onnen aus dem �-Operator genommen werden (siehe Abbildung 3.22).Im vorigen Beispiel kann in der �-Operation der Variable a, die Induktions-variable b(i) entfernt werden, da b weder f�ur die Abbruchbedingung noch f�ur dieBerechnung von a(i) gebraucht wird.Nachdem alle unn�otigen Induktionsvariablen aus � entfernt worden sind, wer-den alle unbedingten Rekursionen aufgel�ost. � enth�alt nur noch bedingte Glei-chungen.Im n�achsten Schritt versuchen wir alle statischen21 Bedingungen bzw. Teile vonBedingungen, die statisch sind, aus der �-Operation herauszuziehen. Die Fallun-terscheidung der statischen Bedingung wird vor der �-Operation durchgef�uhrt.F�ur den Fall, da� die Bedingung false ist, wird eine �-Operation ben�otigt und f�ur21unabh�angig von den Induktionsvariablen der Schleife



80den Fall, da� die Bedingung true ist, die zweite �-Operation verwendet.�0B@vj; f: : : g;C ; f: : : ; vk(i+ 1) = 8><>:: : : ; : : : x : : :... g1CA()8>>>>>>>><>>>>>>>>:�
0B@vj; f: : :g;C ; f: : : ; vk(i + 1) = 8><>:: : : ; : : : true : : :... g1CA ; x�0B@vj; f: : :g;C ; f: : : ; vk(i + 1) = 8><>:: : : ; : : : false : : :... g1CA ; notxAlle statischen Bedingungen bzw. Teilbedingungen einer �-Operation werdenherausgezogen, soda� nur noch Bedingungen abh�angig von den Induktionsvaria-blen vorhanden sind.Das folgende Beispiel enth�alt zwei statische Bedingung, die schrittweise her-ausgezogen werden.�(x; x(0) = 10; x(i) < 100; x(i+ 1) = 8><>:x(i) + 1; a < bx(i) + 2; a � b)= 8>>>>>>>><>>>>>>>>:�(x; x(0) = 10; x(i) < 100; x(i+ 1) = 8><>:x(i) + 1; truex(i) + 2; a � b); a < b�(x; x(0) = 10; x(i) < 100; x(i+ 1) = 8><>:x(i) + 1; falsex(i) + 2; a � b); not(a < b)= 8><>:�(x; x(0) = 10; x(i) < 100; x(i) + 1); a < b�(x; x(0) = 10; x(i) < 100; x(i) + 2); a � b3.5.4 Absch�atzungenIn den meisten F�allen k�onnen bedingte Rekursionen nicht aufgel�ost werden. Esist jedoch m�oglich, eine symbolische Absch�atzung f�ur Rekursionen zu �nden. In[5] wird eine Absch�atzung f�ur Rekursionen innerhalb eines symbolischen Inter-valls angegeben. Die Schleifenbedingungen m�ussen dazu eine bestimmte Strukturaufweisen.Absch�atzungen k�onnen leicht gefunden werden. Die Pr�azision der symboli-schen Analyse h�angt aber von der Qualit�at einer Absch�atzung ab. Es ist dahersinnvoll, einen genauen Plan f�ur die Analyse von Schleifen einzuhalten. Zun�achstwird versucht, alles exakt zu l�osen. Wenn die exakte Analyse die �-Operatoren



81nicht weiter au
�osen kann, dann wird eine geeignete Absch�atzung gesucht undangewendet. Danach wird wieder mit der exakten Analyse fortgefahren.3.6 ProzedurenProzeduren (vgl. [32]) sind eine Erweiterung des bisherigen Programmodells. Je-de Prozedur wird getrennt analysiert und in eine funktionale De�nition transfor-miert. Die getrennte Analyse setzt aber voraus, da� es keine globalen Variablenim Programmsystem gibt. Seitene�ekte k�onnen zun�achst nicht behandelt werden.Die Prozedur wird in der symbolischen Analyse in eine Menge von Funktionentransformiert. Die Argumente der Funktionen sind alle in und inout Variablen(v1; : : : ; vp). F�ur alle out und inout Variablen (o1; : : : ; oq) existiert eine Funktion�uber den Parametern.
procX(v1; : : : ; vp): : :endproc () X(v1; : : : ; vp) = �Xo1(v1; : : : ; vp); : : : ; Xoq(v1; : : : ; vp)�(3.143)
Vier unterschiedliche Arten von Variablen k�onnen in einer Prozedur verwendetwerden:1. local. Lokale Variaben sind Variablen, die zu Beginn unde�niert sind. JedeInstanz eines Aufrufs erh�alt einen eigenen Satz von lokalen Variablen. In dersymbolischen Analyse werden sie wie im bisherigen Ansatz behandelt. ZuBeginn wird ihnen das Symbol ? zugeordnet, das den unde�nierten Zustandkennzeichnet. Die f�ur die Variable erzeugte Funktion wird am Ende derAnalyse nicht mehr weiter ber�ucksichtigt. Sie wird nur w�ahrend der Analyseals Zwischenergebnis verwendet.2. inout. Zu Beginn der Analyse erhalten ,,Call by address" Variablen densymbolischen Wert des Parameters vi. Die erzeugte Funktion wird als Er-gebnis oj der Prozedur weiterverwendet.3. in. ,,Call by value" Variablen erhalten zu Beginn der Analyse den Wert desParameters. Am Ende der Analyse wird die Funktion der in Variable nichtmehr weiterverwendet.



824. out. Eine out Variable ist eine Variable, die zu Beginn der Analyse unde�-niert (?) ist. F�ur die Variable wird das Ergebnis der Analyse im Ausgabe-vektor der Prozedur aufgenommen.Der Aufruf einer Prozedur ist semantisch mit einer Menge von Zuweisun-gen �aquivalent. Die Parametervariablen (o1; : : : ; oq) der Prozedur weisen den�ubergebenen Variablen neue Werte zu. Der neue Wert der f�ur die Parameter-variable oi �ubergebenen Variable ist die Funktion Xoi(v1; : : : ; vp).Wenn die Prozedur nicht rekursiv de�niert wurde, kann direkt die Funkti-on eingesetzt werden, andernfalls darf nur der Funktionsname verwendet werden.Das Au
�osen von Rekursionen wurde bereits im Unterkapitel �uber Schleifen be-handelt. Jedoch sei hier nochmals angemerkt, da� rekursive Prozeduren (vgl. [6])entscheidbar sind22, aber kein allgemeiner Algorithmus angegeben werden kann,um sie aufzul�osen.Wenn keine rekursiven Prozeduren im Programmsystem vorhanden sind, kannjedes Programmsystem mit mehreren Prozeduren in ein Hauptprogramm ohneProzeduren transformiert werden (vgl. ,,Inline Expansion" [1]).Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.23 deklariert zwei Prozeduren. Die Pro-zedur add hat als Argumente a, b und z. Die ersten zwei Argumente sind ,,Callby value" Parameter. Das letzte Argument ist ein out Parameter. Die Prozedurhat in der funktionalen De�nition zwei Parameter und eine Ausgabekomponente.F�ur die Analyse des Beispiels wird ein Kontext ohne Pfadbedingung verwen-det. Das Durchrechnen mit den unterschiedlichen Methoden bleibt dem Leser�uberlassen. add(a; b) = (addz(a; b))In der Analyse wird f�ur die Prozedur add folgender Anfangskontext verwendet.ctx0 = f(a; a); (b; b); (t;?); (z;?)gDie Funktionen � und ��1 m�ussen die unterschiedlichen Arten von Parameterber�ucksichtigen.22aufgrund des endlichen Eingaberaums
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decl x,y:[1..100];proc add(in a:[1..100]; in b:[1..100]; out z:[1..100])local t:[1..100];t:=a + b;z:=t;endprocproc sub(in a:[1..100];inout b:[1..100])b:=a - b;endproc....add (x,y+10,x);sub (y,x);Abbildung 3.23: Beispiel f�ur Prozeduren in der symbolischen AnalyseNach der symbolischen Evaluierung der Prozedur add wandelt die Funktion��1 den letzten Kontext der Auswertungctxf = f(a; a); (b; b); (t; a+ b); (z; a+ b)gin die Funktion add(a; b) = (addz(a; b))= (a + b)um. Analog zur Prozedur add wird die Analyse f�ur die Prozedur sub durchgef�uhrt.Die Prozedur hat zwei Argumente. Das erste ist eine in Parametervariable unddas zweite eine inout Parametervariable. Die funktionale De�nition der Funktion



84hat daher folgende Form: sub(a; b) = (subb(a; b))= a� bDas Hauptprogramm des Beispiels in Abbildung 3.23 besteht aus zwei Aufru-fen. Der erste weist der Variable x einen neuen Wert zu23. Die Variable x erh�altnach dem Aufruf den Wert:ctx = f: : : ; (x; addz(x; y + 10)); : : :g= f: : : ; (x; x+ y + 10); : : : gIn der n�achsten Anweisung wird die Prozedur sub aufgerufen. x erh�alt wiedereinen neuen Wert. ctx = f: : : ; (x; subz(y; x+ y + 10)); : : : g= f: : : ; (x;�x� 10); : : :gGlobale VariablenUm globale Variablen trotzdem verwenden zu k�onnen, werden sie im Hauptpro-gramm lokal deklariert und bei jedem Prozeduraufruf als ,,Call by address" Pa-rameter mitgegeben.Dieser naive Ansatz ist in der symbolischen Analyse nicht e�zient, da vieleglobale Variaben in den Prozeduren nicht modi�ziert und gelesen werden. Diewenigsten globalen Variablen werden in Prozeduren wirklich ben�otigt. Durchgeeignete Algorithmen kann die Menge der globalen Variablen, die jeder Prozedur�ubergeben werden, auf eine Teilmenge der verwendeten reduziert werden. Wennglobale Variablen nur gelesen werden, k�onnen sie als ,,Call by value" Parameterde�niert werden.3.7 ArraysDie symbolische Analyse von endlichen Arrays wird zun�achst f�ur den eindimensio-nalen Fall betrachtet. Der Typ \Array" wird durch die Anzahl der Array-Elemente23x ist das 3. Argument des Prozeduraufrufs



85k und durch den Wertebereich [u; o] der Elemente bestimmt. Jedes Element desArrays besitzt den selben Wertebereich.A(k;[u;o]) = [u; o]� � � � � [u; o]| {z }k ; u � o(3.144)Die Funktion rg ermittelt f�ur Arrays des Typs A(k;[u;o]) den Wertebereich derArray-Elemente. rg(x) = [u; o];wenn x 2 A(k;[u;o])(3.145)Die Funktion dim liefert die Dimension eines Arrays in � -Simple.dim(x) = k;wenn x 2 A(k;[u;o])(3.146)In der Sprache � -Simple wird �uber einen Index lesend bzw. schreibend aufeinzelne Elemente eines Arrays zugegri�en. F�ur die Zuweisung wird in der Stan-dardsemantik die Funktion vecset verwendet.valS(vec[E1] := E2; env) 7! vecset(env; vec; valE(E1; env); valE(E2; env));(3.147) wenn valE(E2; env) 2 rg(vec) ^ 1 � valE(E1; env) � dim(vec)E1 ist ein Audruck, der das Array-Element im Array vec indiziert. E2 ist der neueWert des E1-ten Elements. Die Funktion valS ist genau dann de�niert, wenn derIndex innerhalb der Dimension des Arrays und der neue Wert des Elements imWertebereich liegt.vecset wird analog zur Funktion vset f�ur Skalare de�niert.vecset : ENV�A(k;[u;o])�Z� Z! ENV(3.148) vecset(env; x; i; a) =f: : : (x; (w1; : : : ; wi�1; a; wi+1; : : : ; wn)) : : : gVom Array x in der Variablenumgebung env wird das i-te Element mit dem Werta �uberschrieben.Der lesende Zugri� auf Arrays erfolgt �uber die Indizierung eines Elements. DieStandardsemantik verwendet die Funktion vecget.valE(vec[E]; env) = vecget(env; vec; valE(E; env)); wenn 1 � valE(E; env) � dim(vec)(3.149)



86Die Zugri�sfunktion vecget wird analog zu vget de�niert.vecget : ENV�A(k;[u;o])�Z! Z(3.150) vecget(f: : : (x; (w1; : : : ; wi; : : : ; wn)) : : :g; x; i) =wiDie Funktionenalgebra F wird mit einem neuen symbolischen Datentyp f�ur Arrayserweitert. Er erlaubt uns, �ahnlich wie mit Skalaren, symbolische Ausdr�ucke f�urArrays zu berechnen. Zwei Operatoren werden in der Array-Algebra verwendet.Der erste ist f�ur das Lesen eines Elements, der zweite f�ur das Schreiben einer Zelleim Array zust�andig. �r : A(k;[u;o])�FE ! FE(3.151) �w : A(k;[u;o])�FE � FE !A(k;[u;o])(3.152)F�ur beide Operatoren gelten folgende Rechenregeln.
Leseregel �r(�w(x; i; w); j) = 8><>:w; i = j�r(x; j); sonst(3.153)

K�urzungsregel �w(: : : �w(x; i; w) : : : ; j; v) = 8><>:�w(: : : x : : : ; j; v); i = j�w(: : : �w(x; i; w) : : : ; j; v); sonst(3.154)
x ist Element aus A(k;[u;o]) und i; w; v; j sind Elemente aus FE .Jede Array-Manipulation kann durch �w-Ketten dargestellt werden, ohne da�die konkreten Werte des Arrays bekannt sind.Beispiel. Das Programm in Abbildung 3.24 mit dem Array a schreibt zuerst indie erste Zelle den Wert 10 + y und in das zweite Element den Wert 20 + zy. DieVariable a erh�alt in der symbolischen Evaluierung den Wert:x = �w(�w(x; 1; 10 + y); 2; 20 + z)yy und z sind Skalare.
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decl a:array[1..2] of [1..100];y,z:[1..100];a[1] := 10+y;a[2] := 20+z Abbildung 3.24: Beispiel f�ur Arrays3.7.1 Rekursiv de�nierte ArraysSchleifen k�onnen in Abh�angigkeit der Eingabe sehr viele �w-Ketten erzeugen. DieAnzahl der Array-Ketten, die eine Schleife produzieren kann, ist endlich24, jedochist die Aufz�ahlung aller m�oglichen Ketten praktisch nicht durchf�uhrbar. Wir ver-wenden daher eine rekursive Beschreibung, um Arrays, die sich in einer Schleife�andern, darzustellen. a(0) = :::(3.155) a(n+ 1) = �(a(n)); n � 0a(n) ist ein Array vom Typ Ak;[u;o] und � eine beliebige Funktion, die das Arraydes vorhergehenden Schleifendurchgangs verwendet. a(n) ist ein Array und nichtdas n-te Element des Arrays a.Beispiel. Das Beispiel Abbildung 3.25 beschreibt das Array a mit den Wertenvonm�1 bis 1 in absteigender Folge. Danach werden die im Array a gespeichertenWerte als Index f�ur w verwendet.Die symbolische Analyse der ersten Schleife des Programms erzeugt ein rekur-sives Gleichungssystem.i(0) = 1i(n + 1) = i(n) + 1; n � 0a(0) = aa(n + 1) = �w(a(n); i(n); m� i(n)); n � 024Der Eingaberaum ist endlich.



88decl i,m:[1..100];a,w:array [1..100] of [1..100];for i:=1 to m-1 doa[i] := m - ifor j:=1 to m-1 dow[a[i]]=j+1Abbildung 3.25: Beispiel f�ur ArraysDie Rekursion f�ur i(n + 1) kann zur G�anze aufgel�ost werden. Die Variable i istim Gegensatz zu ay ein Skalar und es gibt geeignete Algorithmen zur Au
�osung.Das Array a kann nur rekursiv de�niert werden. Eine andere Alternative ist dieBestimmung aller �w-Ketten (siehe ,,Exekution von Schleifen").Da i(n+1) vollst�andig aufgel�ost werden kann, setzen wir das Ergebnis von i(n)in die De�nition von a(n + 1) ein. Eine einfachere Form der Rekursion entsteht.i(n) = n + 1; n � 0a(0) = aa(n+ 1) = �w(a(n); n + 1; m� n� 1); n � 0Das Array a kann nicht weiter vereinfacht werden. Die K�urzungsregel ist nichtanwendbar. Der Index des �w-Operators ist eine streng monoton steigende Funk-tion und es gibt daher in der rekursiv de�nierten �w-Kette keine zwei Indizes, diegleich sind. Die Schleife wird mit dem Index m� 1 abgebrochen. D.h., der Wertvon a nach der ersten Schleife ista = 8><>:a(m� 1); m � 2a; sonstIn der zweiten Schleife wird folgendes rekursives Gleichungssystem aufgestellt:j(0) = 1j(n+ 1) = j(n) + 1; n � 0w(0) = ww(n+ 1) = �w(w(n); �r(a(m); j(n)); j(n) + 1); n � 0yIn der Rekursion a(n+1) wird nicht das n+1-te Element de�niert, sondern ein neuer Array,der von seinem Vorg�anger a(n) abgeleitet wird.



89Die Rekursion j(n) ist eine skalare Funktion und kann wieder aufgel�ost und indie Rekursion f�ur das Array w eingesetzt werden.j(n) = n + 1; n � 0w(0) = ww(n+ 1) = �w(w(n); �r(a(m); n + 1); n+ 2); n � 0Im n�achsten Schritt wird der Index der �w-Operation berechnet. Da der Index derrekursiven De�nition von a eine streng monoton wachsende Folge ist, kann dieLeseregel rekursiv angewendet werden, um den Wert des Elements mit dem Indexn+ 1 zu erhalten.�r(a(m); n+ 1) = 8><>:m� n� 1; n + 1 � m ^ n � 0�r(a; n+ 1); sonst= 8><>:m� n� 1; m � 1 ^ n � 0�r(a; n+ 1); sonstDer vereinfachte Index wird in die De�nition von w eingesetzt.w(0) = ww(n+ 1) = 8><>:�w(w(n); m� n� 1; n+ 2); n � 0 ^m � 2�w(w(n); �r(a; n+ 1); n+ 2); n � 0 ^m < 2Der Wert von w ist nach der zweiten Schleife w(m� 1), falls m gr�o�er als 2 ist.Andernfalls ist er w. w = 8><>:w(m� 1); m � 2w; sonst3.7.2 Mehrdimensionale ArraysLinearisierungMehrdimensionale Arrays lassen sich mit Hilfe des Horner-Schemas (vgl. [60]) aufeindimensionale Arrays abbilden. Ein mehrdimensionaler Array a mit dem TypA(k1;[u;o]) �A(k2;[u;o]) � � � � A(kn;[u;o])(3.156)



90hat n Indizes und kann mit Hilfe einer geeigneten Abbildungsfunktion � auf eineneindimensionalen Array a0 reduziert werden.a0[�(i1; : : : ; in)] = a[i1; : : : ; in](3.157)In einem Programm werden alle mehrdimensionalen Arrays auf eindimensionaleumgewandelt und mit den �w-Ketten analysiert (siehe Abbildung 3.26).Der Nachteil der Linearisierung sind komplizierte Index-Ausdr�ucke, die sym-bolisch schwer behandelbar sind. Eine explizite Behandlung der Indizes einesmehrdimensionalen Arrays kann in vielen F�allen einfacher durchgef�uhrt werden.decl a:array [1..2,1..2] of [1..100];i,j:[1..100];for i:=1 to 2 dofor j:=1 to 2 doa[i,j]:=0wird zudecl a':array [1..4] of [1..100];i,j:[1..100];for i:=1 to 2 dofor j:=1 to 2 doa'[2*i+j-2]:=0Abbildung 3.26: Umwandlung eines mehrdimensionalen ArraysExplizite Behandlung von mehrdimensionalen ArraysMehrdimensionale Arrays k�onnen durch die Bildung einer Funktionenklasse f�urdie Operationen �w und �r behandelt werden.�r : A(k1;[u;o])� : : :A(kn;[u;o])�FE ! FE(3.158) �w : A(k1;[u;o])� : : :A(kn;[u;o])�FE � FE !A(k1;[u;o])� : : :A(kn;[u;o])(3.159)



91Die Operation �r hat als Argument ein n-dimensionales Array mit n Indizes. DieOperation �w ver�andert das Element, das �uber die n-Indizes eines n-dimensionalenArrays bestimmt wird.Die Gesetze f�ur die Operationen werden analog zu den Regeln f�ur eindimen-sionale Arrays de�niert.
Leseregel �r(�w(x; i1; : : : ; in; w); j1; : : : ; jn) = 8><>:w; i1 = j1 ^ : : : in = jn�r(x; j1; : : : ; jn); sonst(3.160)

K�urzungsregel �w(: : : �w(x; i1; : : : ; in; w) : : : ; j1; : : : ; jn; v) =(3.161) 8><>:�w(: : : x : : : ; j1; : : : ; jn; v); i1 = j1 ^ : : : in = jn�w(: : : �w(x; i1; : : : ; in; w) : : : ; j1; : : : ; jn; v); sonst
decl a:array[1..2,1..2] of [1..100];x,y,z:[1..100];a[1,1] := x;a[2,1] := y;z := a[1,1]Abbildung 3.27: Beispiel f�ur explizite Behandlung von mehrdimensionalen ArraysBeispiel. Im Programm Abbildung 3.27 wird das Element (1; 1) des Arrays aauf den Wert x und das Element (2; 1) auf den Wert y gesetzt.a = �w(�w(a; 1; 1; x); 2; 1; y)



92Die skalare Variable z erh�alt den Wert des Elements (1; 1). Schrittweise wird dieLeseregel angewendet. z = �r(a; (1; 1))= �r(�w(�w(a; 1; 1; x); 2; 1; y); 1; 1)= �r(�w(a; 1; 1; x); 1; 1)= x3.8 Ein-/AusgabeEin-/Ausgabe wird in Form von zwei unendlich lange B�andern dargestellt. VomEingabeband werden einzelne Symbole gelesen, auf das Ausgabeband werden Sym-bole geschrieben. Da beide B�ander unendlich lang sind, wird die Eigenschaft derEntscheidbarkeit zerst�ort. In Echtzeitprogrammen sind daher E/A-Operationennicht zu verwenden. Eine dar�uberliegende Ein-/Ausgabeschicht f�uhrt das Ein-/Ausgabeprotokoll durch und mu� mit speziell daf�ur entwickelten Methoden veri-�ziert werden (vgl. [40]).Ein Programm mit Ein- /Ausgabe kann symbolisch analysiert werden, wenndie Read-/Write-Anweisung in Array-Operationen umgewandelt werden. F�ur je-den Datentyp existiert ein globales Array f�ur das Lesen und ein globales Arrayf�ur das Schreiben. Zus�atzlich werden zwei Indexvariablen de�niert, die f�ur jedeEin- /Ausgabeoperation die Elemente im Array angeben. Die eine Indexvariablewird f�ur das Lesen, die andere f�ur das Schreiben verwendet. Nach jeder Ein- bzw.Ausgabe wird der Index um eins erh�oht.Die Umwandlung ist semantisch nicht korrekt. Das Ein-/Ausgabeband wirdin der symbolischen Analyse mit Hilfe von endlichen Arrays dargestellt und eineobere Schranke mu� f�ur die Ein-/Ausgabe gefunden werden. Wird sie falsch an-gegeben, ist die Umwandlung fehlerhaft.Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.28 liest die Anzahl der Elemente, die ge-schrieben werden sollen. Danach werden alle Zahlen von 1 bis zur Anzahl der zu-vor eingegeben Elemente ausgegeben. F�ur die Umwandlung der E/A-Operationenwerden zwei Indizes ip und op ben�otigt. Beide Indizes werden zu Beginn desProgramms auf eins gesetzt.Da es im Programm nur einen Datentyp gibt, werden nur E/A-Arrays f�urden Typ [1::100] deklariert. Die erste Leseanweisung wird durch die Operationa := si[ip]; ip := ip + 1 ersetzt. Der Wert, der an der Stelle ip im Array si steht,



93entspricht der ersten Eingabe. Der Zeiger ip wird nach der Leseoperation umeins erh�oht. In der For-Schleife wird die Write-Anweisung durch die Zuweisungenso[op] := i; op := op+ 1 substituiert.Das Programm ist nur bis 1000-Ausgaben de�niert. Jede weitere Ausgabe�uberschreitet den De�nitionsbereich von op und so.decl a:[1..100];read a;for i:=1 to awrite iwird zudecl a:[1..100];ip:[1..1000];op:[1..1000];si:array[1..1000] of [1..100];so:array[1..1000] of [1..100];ip:=1;op:=1;a:=si[ip];ip:=ip+1;for i:=1 to aso[op]:=i;op:=op+1Abbildung 3.28: Beispiel mit Ein-/Ausgabe
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Kapitel 4KONKLUSIONDie symbolische Analyse ist ein m�achtiges Werkzeug. Sie ist vielseitig anwend-bar. Insbesondere im Bereich der symbolischen Veri�kation von Echtzeitprogram-men ist sie ein wichtiges Hilfsmittel.Eine Implementierung der Wert-konditionierenden Methode in Mathematica(vgl. [63]) hat vielversprechende Ergebnisse gebracht. Leider fehlen Analysen f�urPointer, komplexe Datenstrukturen, Objekte und Anweisungen, wie GOTOs undSchleifenabbruchanweisungen. Diese Erweiterungen machen die Analysen nochaufwendiger und komplizierter.Symbolische Evaluierung wird in den n�achsten Jahren ein wichtiges Thema inder Software-Entwicklung sein: Der Computer kann selbst Programme analysie-ren. Diese Aufgabe war urspr�unglich den Menschen vorbehalten. Jedoch kanndurch eine geeignete Theorie und mit komplexen Algebrawerkzeugen der Proze�des Analysierens automatisiert werden.
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