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FUR MEINE ELTERN



Zusammenfassung
Symbolische Verifikation von Echtzeitprogrammen

von Bernhard Scholz

Die in dieser Arbeit vorgestellte Thoerie verwendet symbolische Analysemethoden,
um Echtzeitprogramme automatisch zu verifizieren.

Zeit ist in einem Programm eine implizite Grofle. Sie ist von der Maschine,
auf dem das Programm lauft, und vom Programm selbst abhéngig.

Wir wandeln ein Programm in ein Zeitprogramm um. Die Zeit ist als Variable
im Zeitprogramm enthalten, und fiir jede Anweisung wird sie um die Zeit der
Ausfiihrung der Anweisung erhoht. Am Ende der Berechnung steht nicht nur das
Ergebnis, sondern auch die Zeit fiir die Auswertung des Ergebnisses zur Verfiigung.

Die symbolische Analyse berechnet aus dem Zeitprogramm die Zeitfunktion.
Ohne das Programm auszufiihren, gibt die Zeitfunktion das zeitliche Verhalten
des Programms an.

Mit geeigneten symbolischen Methoden kann die Spezifikation mit Hilfe der

Zeitfunktion iiberprift werden.
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Kapitel 1

EINLEITUNG

Echtzeitprogramme unterscheiden sich von anderen Programmen: Sie miissen
nicht nur richtige Ergebnisse liefern, sondern ihre Ergebnisse in der vorgesehenen
Zeit berechnet haben. Es gibt aber zur Zeit keine Echtzeit-Werkzeuge, die vollau-
tomatisch die zeitliche Korrektheit eines Programms iiberpriifen konnen. Jedoch
ist gerade in “hard realtime systems” eine zeitliche Uberpriifung unbedingt erfor-
derlich. Ein Zeitfehler kann in diesen Systemen katastrophale Folgen haben.

Semiautomatische Methoden (vgl. [48, 59, 50]) wurden bereits vorgestellt. Sie
haben den Nachteil, dafl der Programmierer iiber Informationen, die im Programm
enthalten sind, Aussagen treffen muf. Das Hinzufiigen von bereits bestehender
Information birgt Fehlerquellen in sich und ist fiir “hard realtime systems” nicht
praktikabel.

Diese Arbeit stellt eine Theorie vor, die es ermdglicht, ein vollautomatisches
Uberpriifungsprogramm zu programmieren, das das Echtzeitverhalten von Pro-
grammen testet. In den folgenden Kapitel werden massiv NP-vollstandige For-
malismen erklart. Die meisten Formalismen lassen sich nur mit komplizierten
Algebrawerkzeugen(vgl. [63]) implementieren. Wir gehen aber davon aus, daf§ die
statische Analyse eines Programmcodes weniger Zeit in Anspruch nimmt, als das
Ausmessen und Uberpriifen des gesamten Eingaberaums.

Mit Hilfe der symbolischen Analyse wird fiir ein Programm eine Zeitfunktion
erstellt. Die Zeitfunktion berechnet fiir eine gegebene Eingabe die Ausfiihrungszeit
des Programms. Das zeitliche Verhalten kann daher, ohne das Programm aus-
zufithren, bestimmt werden. Die symbolische Verifikation iiberpriift, ob fiir eine
beliebige Eingabe die Zeitfunktion des Programms immer kleiner als die spezifi-
zierte Zeit des Programms ist. Diese Art der Analyse erlaubt es uns, den Test
auf Prozedurebene durchzufiihren. Dadurch kann sehr viel Zeit fiir die Analyse
eingespart werden. Der Aufwand ein komplettes Programm zu {iberpriifen, ist
exponentiell hoher als die einzelnen Prozeduren des Programms zu testen.

Wir verwenden eine imperative Minisprache 7-Simple. Sie wurde entwickelt,

um die Formalismen in der symbolischen Analyse einfacher darzustellen. Die hier
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vorgestellten Algorithmen kénnen jederzeit auf kompliziertere Sprachen, wie Ada,
Pascal oder C abgebildet werden.

Die Sprache 7-Simple besitzt nur zwei Datentypen: Arrays und beschrankte
Skalare. Skalare konnen nur Zahlen aus einem endlichen Intervall der ganzen
Zahlen sein. Arrays sind endlich in ihrer Lange und Dimension. Das prozedu-
rale Konzept von 7-Simple ist sehr einfach gehalten. Prozeduren konnen sich
gegenseitig aufrufen. Als Argumente von Prozeduren sind “Call by address” Va-
riablen und “Call by value” Ausdriicke zugelassen. In Prozeduren kénnen lokale
Variablen deklariert werden, deren Werte zu Beginn undefiniert sind. Als Anwei-
sungen sind die Null-Anweisung, die Zuweisung, die Hintereinanderausfithrung,
die If-Anweisung und die While-Schleife erlaubt. In Ausdriicken konnen die Ope-
ratoren: +, —, * und div verwendet werden. Eine Bedingung in einer Schleife oder
If-Anweisung wird aus Relationen =, #, <, >, <, >, Junktoren (and,or) und dem
Nicht-Operator zusammengesetzt. Ein-/Ausgabeanweisungen werden zunéchst
nicht behandelt. Die Eingabe erfolgt, indem die globalen Variablen eines Pro-
gramms auf die gewiinschten Werte gesetzt werden. Nach der Ausfiihrung des

Programm beinhalten die globalen Variablen die Ausgabe des Programms.

1.1  Uberblick

Die Arbeit ist in zwei Kapitel aufgeteilt. Das erste Kapitel “Zeit und Echtzeit”
beschreibt grundsatzliche Probleme der Zeit in Echtzeitprogrammen, und wie wir
eine Zeitfunktion fiir ein gegebenes Programm erhalten. Weiters wird die Verifi-
kation fiir Echtzeitprogramme skizziert.

Das zweite Kapitel beschaftigt sich ausschliefSlich mit “symbolischer Analyse”.
Es wurden einige neue Formalismen fiir die symbolische Analyse von Program-
men entwickelt. Wir verwenden diese Formalismen, um die Zeitfunktion eines
Programms zu finden. Diese Techniken wurden in den frithen 70ern fiir Pro-
grammverifikation entwickelt. Danach stoppte die Entwicklung und erst in den
letzten Jahren wurde sie fiir unterschiedlichste Forschungsthemen wieder interes-
sant (vgl. [31, 15, 14]).



Kapitel 2
ZEIT UND ECHTZEIT

2.1 Allgemein

Echtzeitprogramme miissen in der spezifizierten Zeit ihre Berechnungen abge-
schlossen haben. Zeit ist aber eine implizite Eigenschaft eines Programms. Sie ist
abhingig von der Maschine! und vom Programm selbst?.

Um die Zeit fiir eine bestimmte Eingabe zu ermitteln, wird das Programm in
ein Zeitprogramm transformiert. Das Zeitprogramm ist das urspriingliche Pro-
gramm, jedoch wird eine globale Zeitvariable hinzugefiigt, die zu Beginn der Ab-
arbeitung auf Null gesetzt wird. Fiir jedes Konstrukt im Programm, das Zeit fiir
die Abarbeitung benétigt, wird die Zeitvariable erhéht. Nach der Auswertung ei-
nes Zeitprogramms steht uns nicht nur das Ergebnis zur Verfiigung, sondern auch
die Zeit, die fiir die Berechnung des Ergebnisses verwendet wurde.

Zunachst erscheint dieses Vorgehen sinnlos, da es in der heutigen Zeit exakte
Uhren in fast jedem Echtzeit-Rechner gibt. Jedoch kann die Uhr nur wiahrend der
Laufzeit (a posteriori) abgefragt werden. Das Zeitprogramm eines Programms hat
aber die implizite Grofle der Zeit explizit gemacht und durch geeignete symbolische
Analysemethoden(vgl. [11],[51]) kann eine Zeitfunktion iiber der Eingabe gefunden
werden. Diese Zeitfunktion erlaubt uns, fiir jede Eingabe, ohne das Programm
auszufiihren, die Zeit der Berechnung anzugeben.

Der Test, ob die Spezifikation erfiillt ist, kann mit dieser Methodik modula-
risiert werden. Die bisherigen Arbeiten (vgl. [58],[48]) verwenden eine konstante
Zeitschranke und miilen daher das ganze Programm analysieren®. Unser Ansatz
erlaubt es, auf Prozedurebene zu testen. Die Spezifikation ist eine Funktion iiber
den Parametervariablen der Prozedur. Mit Hilfe der Zeitanalyse wird eine Zeit-
funktion gefunden und es wird verifiziert, ob die Spezifikation immer grofler gleich

der Zeitfunktion des Programms ist.

L Auf einem schnellen Rechner lduft ein Programm schneller als auf einem langsamen.

2Eine Schleife, die 10 mal durchlaufen wird, braucht mehr Zeit als die selbe Schleife, die nur
5 mal durchlaufen wird.

3 Auf Prozedurebene kann zwar mit konstanter Schranke getesten werden, hat aber den Nach-
teil, dafl die Schranke zu hoch angesetzt werden muf}, um korrekte Ergebnisse zu erhalten.
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Fiir ein Programm bzw. eine Prozedur mit einer Zeitfunktion 7p und einer

Spezifikation 7¢ muf} gelten (X ist eine beliebige Eingabe):

(2.1) VX :7p(X) < 15(X)

2.2 Zeit als Grofle

Die Zeit ist in unserem Zeitmodell eine diskrete Grofle. Wir gehen von einem Mi-
kroprozessor aus, der mit einer konstanten Periode getaktet wird und die Dauer
eines Maschinenbefehls kann in Taktzyklen exakt gemessen werden (Einheit 2
Taktzyklus). Die Computerzeit ct wird mit einer perfekten Echtzeit rt synchro-

nisiert.
(2.2) ct = rt—i—5,|5| <e

Wobei e die Genauigkeit der Computerzeit angibt (vgl. [39]). Da wir nur die
internen Ereignisse — Programm startet bzw. stoppt — betrachten, haben wir
nun das Problem, dafl die Zeit der Spezifikation im System der perfekten Echtzeit
und die Zeitfunktion des Programms in der Computerzeit modelliert sind.

Wir konnen beide Zeiten in einer a priori Analyse nur am Programmstart syn-
chronisieren. Wir miissen daher fiir jede Anweisung einen zusitzlichen Aufschlag
mit einrechnen, der die Schwankungen der Computerzeit beriicksichtigt.

ct

Y

rt
Abbildung 2.1: Perfekte Echtzeit vs. Computerzeit

Die Zeit ist in unserem Modell eine diskrete Grofle und kann daher auf die
natiirlichen Zahlen abgebildet werden. Fiir Zeitintervalle verwenden wir folgende

Notation:
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Ein Zeitintervall T besteht aus einer unteren und einer oberen Zeitschranke

[u,0]. Es muf} gelten: u < o.

Eine Zeitdauer ¢ ist im Zeitintervall T', wenn gilt:

(2.3) teT<—u<t<o

Die Addition zweier Zeitintervalle T, T ist:

(24) T1 + T2 = [U1 + U2, 01 + 02]

Ein Zeitintervall T} ist im Zeitintervall T, enthalten, wenn gilt:

(25) T CTy < u; > us Aoy < 09

2.3 Zeitschema

Fiir ein Programm wird die Zeit mit Hilfe eines Zeitschemas 7 modelliert. Ohne
die Laufzeit fiir eine gegebene Eingabe zu messen, ermittelt das Zeitschema die
Zeit fiir die Ausfithrung des Programms. Wir erhalten eine symbolische Zeit, die
keine physikalische Grofle ist. Erst durch exaktes Messen kann das Zeitschema
auf Korrektheit iiberprift werden.

Eine vollstandige Korrekheit ist erst dann gegeben, wenn fiir jedes Programm
P in der Sprache und fiir alle Eingaben X, die symbolische Zeit gleich der gemes-

senen ist.
(2.6) VP :VX :T(P,X)=r1p(X)

Die Funktion 7,(X) ist eine Mefifunktion, die die exakte Laufzeit in Taktzyklen
miflt. Da wir von einer deterministischen Maschine ausgehen, ist die Mefifunktion
eine Funktion, die fiir ein Argumentenpaar P und X immer die gleiche Anzahl von
Taktzyklen liefert. Die Zeit fiir die Ausfiihrung kann Schwankungen unterworfen
sein, da die Berechnung ein physikalischer Prozef ist. Die Anzahl der Taktzyklen
ist aber in einer beliebigen Wiederholung der Messung fiir ein gegebenes Paar P
und X konstant und kann gezahlt werden.

Die symbolische Zeit ist eine Grofle im logischen Modell des Zeitschemas. Die
Zeit der Meffunktion ist eine reale physikalische Grofle. Beide Zeiten konnen

nur wihrend der Ausfithrung des Programms bestimmmt werden (a posteriori).
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Das Zeitschema macht aber die Zeit virtuell: Das Programm kann auf einer an-
deren Maschinen mit unterschiedlichem zeitlichen Verhalten ablaufen. Mit Hilfe
des Zeitschemas kann trotzdem die Ausfiihrungszeit der urspriinglichen Maschine

ermittelt werden.

Es ist sehr aufwendig, ein Zeitschema zu erstellen, das die Forderung nach
vollstandiger Korrektheit erfiillt. Moderne Hardwarestrukturen verwenden Ca-
ches und Pipelines. Das zeitliche Verhalten von Caches und Pipelines ist deter-
ministisch. Die Anzahl der Zustdnde ist aber immens grof}, sodafl eine exakte
Analyse fast nicht mdoglich ist. Zuséitzlich werden in den heutigen Compilern ag-
gressive Optimierungsstrategien eingesetzt, die den Programmflufl des erzeugten

Maschinenprogramms stark verandern und eine Zeitanalyse erschweren.

Es ist daher einfacher, eine Abschéitzung fiir die symbolische Zeit zu finden.
(2.7) VP VX :1p(X) € T(P, X)

Ein Zeitintervall wird im Zeitschemata berechnet. Das Intervall gibt eine untere
und obere Schranke fiir die symbolische Zeit an. Die gemessene Zeit mufl daher
im Intervall von 7 (P, X) liegen. Das allgemeinste Zeitintervall [0, co] erfiillt die
vollstandige Korrektheit, ist aber nicht aussagekriftig genug. In den meisten

Fallen konnen engere Zeitschranken gefunden werden.

Die Abschatzung sollte nicht global fiir die Bewertung eines sprachlichen Ele-
ments erfolgen, sondern fiir jede Ausprigung neu bewertet werden. Beispiel: Wenn
ein Mikroprozessor einen speziellen Befehl fiir das Inkrementieren von Variablen
hat und der Compiler eine Zuweisung der Form v := v + 1 optimiert, verwendet
das Zeitschema die zeitliche Abschrankung der Zuweisung. Die Folge ist eine zu
hohe Abschitzung fiir die Ausfithrungszeit der Zuweisung.

Eine globale Bewertung muf} fiir alle moglichen Ausprégungen eines sprach-
lichen Elements die zeitliche Korrektheit erfiillen. Eine zu hohe Abschéatzung ist
die Folge. Engere Grenzen sind nur dann zu bekommen, wenn die Auspriagung
eines Elements auf Maschinencodeebene zeitlich analysiert und dann in das Zeit-
schema eingesetzt wird. Wir benotigen entweder einen speziellen Compiler, der
die Ubersetzungsmuster zeitlich bewertet und diese Information dem Zeitschema
iibergibt oder es wird der ganze Maschinencode des Programms analysiert. Das
Reengineering des Maschinencodes eines Programms ist allerdings sehr komplex
und es wird in den seltensten Fallen eine direkte Zuordnung zu den sprachlichen

Elementen im Hochspracheprogramm gefunden.



EvopEs | Top+T(E1) + T (Es)
(E) To+T(E)

c Te

v T

o[E] | To +T(E)

Tabelle 2.1: Ein Operator op ist ein Element aus der bindren Operatorenmenge
{+, —, %, div}.

Eirel By |Tra+T(EL) +T(E)
Cy and Cy | Tana + T (C) + T(Cs)
Cior Cy |Toa+T(Cy)+T(Cy)
not C T ot +T(C)

Tabelle 2.2: Eine Relation rel ist ein Element aus der Relationenmenge {=, #, <,
<, >, >}

2.3.1 Eine naive Definition des Zeitschemas

In der folgenden Definiton verwenden wir eine globale Bewertung fiir das zeitliche
Verhalten von sprachlichen Elementen, d.h., daf jede Zuweisung (in Abhéngigkeit
des Ausdrucks) den gleichen Zeitaufschlag erhélt.

Ein Zeitschema ist eine Funktion iiber ein 7-Simple Programm S und eine
Eingabe X. Das Ergebnis ist ein Intervall in den natiirlichen Zahlen und bestimmt

die obere und untere Grenze der symbolischen Zeit:
(2.8) T:9xX —+NxN

In den Tabellen 2.1, 2.2 und 2.3 sind die Zeitschemata fiir jedes sprachliche Kon-
strukt von 7-Simple angegeben. Prozeduren werden spater behandelt. In der
Definition der If- und While-Anweisung wird die Funktion val’ verwendet. Sie

gibt an, ob die If- bzw. Schleifen-Bedingung zu true oder false ausgewertet wird.

Beispiel. Das Beispiel in Abb. 2.2 addiert zur Variable x den Wert ein. Danach

wird wieder die Variable x um zwei inkrementiert, falls x kleiner y ist. Andernfalls

"Im Unterkapitel 3.2 wird sie genau beschrieben.



null T nuit

var := E T var=5 + T (E)

vec|E1] := Es T veclm)=r> + T (E1) + T (Ep)
S1;Ss T.+T(S1) + T (S2)

Tihen + T (S1), val(C) = true

if Cthen Syelse Sy | Ti+T(C) +
Tese + T(S2), val(C) = false

while C do S T white + T (C)+
Tloop + T(thle C dO S), Val(C) = true
T exits val(C) = false

Tabelle 2.3: Zeitschema fiir eine Anweisung.

decl x,y:[1..100];

X:=x+1;
if x < y then
X:=x+2

else

y:=y+3

Abbildung 2.2: Beispielprogramm fiir das Zeitschema

wird die Variable y um drei erhoht.

Wir nehmen an, dafl x den Wert 10 und y den Wert 20 besitzt. Wir berech-
nen die symbolische Zeit mit den Zeitkonstanten einer fiktiven Maschine. Die
Konstanten sind in Tab. 2.4 aufgelistet.

Zunachst wird die Zeit fiir die Hintereinanderausfiithrung der Zuweisung und

der If-Anweisung ermittelt. Das Programm in Abb. 2.2 wird mit P abgekiirzt.

T(P)=T(S;52)
=T.+T(S1)+T(Sy)
=10,5] + T(S1) + T(Ss)

Der Platzhalter Sy ist die Zuweisung = := x + 1 und wird weiter mit Hilfe der



T 510 Ty=r 25,40]
r ’ Toiep—r | [30,60]

Ty | 10.3] T [0,5]

T, 10,30 ’ ’

T {4 10] | Ly 120,70}
‘ , Twh’ile [30780]

Ty | [20,50] T 3.4]

Trer | [4,10] oop ’

T [4 10] Tem't [2710]

T‘md [4’10] T [100,150]

TOT [4,8] T;fhen [10720]
not | 1% Tt [10,20]

Tabelle 2.4: Zeitkonstanten einer Maschine

Regeln des Zeitschemas aufgelost. Fiir die Konstante 1 auf der rechten Seite der
Zuweisung wird die Regel T, angewendet, fiir die Variable x die Regel T, und fiir
die Addition die Regel Tp,.

T(P)=10,5]+ T var=p + T (x+ 1) + T(5,)
=[25,45] + Ty +Top+Te+T(S2)
= [44,95] + T (S-)

Die zweite Anweisung ist eine If-Anweisung. In Abhéangigkeit der Bedingung
addiert das Zeitschema die Zeit des Then-Zweigs bzw. die Zeit des Else-Zweigs zu
der Gesamtzeit auf. Die Variable hat vor der Ausfiihrung der If-Anweisung den
Wert 11 und die Variable y den Wert 20. Die Bedingung ist “x kleiner y”, d.h.,
dal der Then-Zweig ausgefiihrt wird.

T(P)=1[44,95]+ Tit+ Tihen + T(x < y) + T (x := z + 2)
= [T4,185] + T+ Tra + To+ T (x := 2+ 2)
= [98,255] + T (x := x + 2)

Die Zeit fiir die Zuweisung = := z+2 ist das Intervall [44, 90]. Die fr die Ausfhrung
bentigte Zeit liegt daher im Intervall:

T(P) = [98,255] + [44, 90]
= [132, 345]
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Die hier ermittelte Zeit ist eine symbolische Zeit. Wenn die gemessene Zeit
fiir die Ausfithrung des Programms mit der Eingabe x = 10 und y = 20 in diesem

symbolischen Zeitintervall liegt, ist das Zeitschema fiir diese Eingabe korrekt.

2.4 Zeitprogramm

Das Zeitschema ist ein logisches Modell der symbolischen Zeit und kann nur
wahrend der Laufzeit die symbolische Zeit ermitteln. Das logische Modell wird in
ein von 7-Simple berechenbares Modell umgewandelt.

Das Zeitprogramm (vgl. [51]) ist das urspriingliche Programm, das mit einer
Zeitvariable t erweitert wird. Vor der ersten Anweisung wird die Zeitvariable
auf Null gesetzt. Fiir jede weitere Anweisung wird die Zeitvariable, um die Zeit
erhoht, die diese Anweisung fiir die Ausfiihrung benétigt. Die Zeiten der einzelnen
Anweisungen werden aufbauend auf das Zeitschema ermittelt. Die symbolische
Zeit einer Anweisung kann daher a priori bestimmt werden (vgl. [33, 46, 3, 44, 45]).

Tabelle 2.5 beinhaltet die Gammafunktion, die ein Programm in ein Zeitpro-
gramm umwandelt. Fiir die Umwandlung muf} bereits ein Zeitschema fiir eine

Maschine vorhanden sein.
(2.9) r:s—9

Ausgehend von einem Zeitprogramm kann eine Zeitfunktion ¢, berechnet wer-
den. Mit geeigneten Analysemethoden (siehe “Symbolische Analyse”) kann eine
Funktion fiir die Zeitvariable gefunden werden. Diese Zeitfunktion berechnet die
symbolische Zeit fiir eine gegebene Eingabe, ohne dafl das Programm ausgefiihrt

wird.

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 2.2 wird in ein Zeitprogramm umgewandelt
(siehe 2.3). Die Zeiten der Anweisungen werden mit Hilfe der Zeitkonstanten aus

Tabelle 2.4 ermittelt und in das Zeitprogramm eingesetzt.

2.5 Spezifikation und Verifikation

Das zeitliche Verhalten eines Programms muf} iiberpriift werden. Wir gehen von
einem prozeduralen Zeitmodell aus: Fiir jede Prozedur existiert eine zeitliche
Spezifikation. Wenn die fiir die Ausfiihrung benétigte Zeit immer kleiner der

spezifizierten Zeit ist, ist das zeitliche Verhalten einer Prozedur korrekt. Wenn alle



null t=1t+T nuu;
null
var == E t =t+Tyar—p+ T(E);
var := F
vec[Fy] := Es ti=t+Tyeclm)=m + T (F1) + T (E2);
vec[Ey] := Fs
S1: S, t=t+T,
['(S1); T(S2)
if C'then Syelse Sy | t:=t+ T+ T C);
if C'then
t =14 Tihen; [(S1)
else
t =14 Teise; T'(S2)
while C do S t =t + Tunie + T(O);

while C do
t:=1t4 Tioop; L(S);t =1+ Twnie + T (C)
t: =t + Texit

Tabelle 2.5: T" Transformationsfunktion

11



decl x,y:[1..100];

b=t + T o+Ty+Top+1e;
x:=x+1;
t=t+Tu+To+Trea+Tu;
if x < y then
t =14 T then;
L=t +T - +T,+Top+T1;
x:=x+1
else
t=14Telse;
ti=t+T—+Ty+Top +Te;
y:=y+1

Abbildung 2.3: Beispiel eines Zeitprogramms

12
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Prozeduren und das Hauptprogramm in einem Programmsystem zeitlich korrekt
sind, ist das Programmsystem ein Echtzeitprogramm.

Das Testen der Echtzeitfahigkeit auf Prozedurebene beschleunigt die Analyse.
Wir miissen davon ausgehen, daf jede vollautomatische Echtzeitanalyse ein NP-
vollstidndigs Problem ist und daf} die Analyse sehr viel Zeit in Anspruch nimmt.
Wiirde ein Programm zur Géanze getestet werden, wiirde die Analyse exponenti-
ell linger dauern als die schrittweise Uberpriifung jeder einzelnen Prozedur des
Programmes.

Wir haben in unserem Modell Ungenauigkeiten bis zur dritten Ordnung. Die
Ungenauigkeit erster Ordnung entsteht durch die Schwankungen des Computer-
quarzes und wir miissen einen zusatzlichen Zeitaufschlag fiir die Zeitfunktion
beriicksichtigen. Die Ungenauigkeit zweiter Ordnung erhalten wir durch die nai-
ve Zeitmodellierung des Programms. Eine exakte Zeitfunktion ist nicht mdoglich,
daher wird eine Abschitzung mit einer oberen und unteren Schranke fiir die Zeit
verwendet. Die Ungenauigkeit dritter Ordnung entsteht durch die symbolische
Analyse des Zeitprogramms. In vielen Fillen kann die Zeitfunktion automatisch
nur geschatzt werden.

Diese Ungenauigkeiten fiithren zu groben Zeitschranken. Wir miissen aber
diese Ungenauigkeiten in Kauf nehmen, um a priori die zeitliche Korrektheit zu

prufen.

2.5.1 Spezifikation und Verifikation

Die Spezifikation fiir eine Prozedur kann als unbedingte Funktion, als bedingte
Funktion oder als Programm formuliert werden. Unbedingte Funktionen sind nur
ein Spezialfall der bedingten Funktionen. Programme, die die spezifizierte Zeit
fiir Prozeduren vorgeben, sind in der Verifikation schwierig zu behandeln. Die
symbolische Analyse muf} die Zeitvorgabe, die in Form eines Programms berechnet
wird, in eine bedingte Funktion umwandeln.

Die Sperzifikation einer Prozedur wird in den meisten Fallen vor dem Auspro-
grammieren der Prozedur erstellt. Die Prozeduren konnen aber nur Bottom-Up
auf zeitliche Korrektheit iiberpriift werden, da Ergebnisse einer aufgerufenen Pro-

zedur das zeitliche Verhalten einer aufrufenden Prozedur verindern kann.

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 2.4 ist eine einfache Prozedur mit einem
“Call by value” Parameter x. Die Prozedur durchlauft x Mal die While-Schleife.

Die Spezifikation wird in den meisten Féllen vor dem Ausprogrammieren der Pro-
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proc dummy(in x:[-100..100]1)
local y;

y:=1;
while y <= x
y:=y+1

Abbildung 2.4: Programmbeispiel fiir die Spezifikation von Prozeduren

zedur erstellt. Wir konnen jetzt die Spezifikation auf drei unterschiedliche Arten
angeben. Die erste Moglichkeit die Prozedur dummy zeitlich zu spezifizieren, ist

eine unbedingte Funktion:
75(x) = [80 + 50|z|, 300 + 300|z|]

Die Spezifikation 7, ist eine Funktion, die die maximal fiir die Eingabe x benétigte
Anzahl von Taktzyklen fiir eine Maschine festlegt. Der Betrag von x wird deshalb
genommen, da x negativ sein kann und die Zeitspezifikation immer positiv sein
mufl. Ist x negativ, liefert die Spezifikation zu hohe Schranken.
Wir konnen fiir die Spezifikation eine bedingte Funktion angeben. Sie wiirde

exakter das zeitliche Verhalten der Prozedur dummy abschranken:

[80 + 50,300 + 300x], = >1
(2.10) Ts(x) =

[80, 300], sonst
Die letzte Moglichkeit ist, daf} die Spezifikation in Form einer Prozedur angeg-
ben ist. Die Spezifikation berechnet die spezifizierte Zeit. Diese Moglichkeit ist
sicherlich die machtigste.

specproc dummy(in x:[-100..100],out t:time)

local y;
t:=[80,300]
y:=1;

while y < x
t:=t+[50,300];
y:=y+1
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Mit Hilfe der symbolischen Analyse wird die Spezifikationsprozedur in eine be-
dingte Funktion umgewandelt. Die Funktion wiirde exakt der letzten Spezifikati-

onsfunktion entsprechen.

2.5.2 Verifikation

Die Verifikation ist nur dann korrekt, wenn das Zeitschema einer Maschine korrekt
ist. Wir verwenden nicht die gemessene Zeit, sondern die symbolische Zeit. Wenn
die gemessene Zeit einer Prozedur 7,(X) und die Spezifikation 7,(X) ist, mu8

gelten:
(2.11) VX :7,(X) € 19(X)

Da wir a priori Zeitaussagen nicht messen konnen, miissen wir anstatt der Mef-

funktion 7,, die Zeitfunktion ¢, nehmen.
(2.12) VX 1 t,(X) C75(X), wennt,(X) € ,(X)

Wir nehmen an, dafl die Zeitfunktion ¢, und die Spezifikation 75 bedingte Funk-

tionen sind.

tla tcl
t,(X) = 4

(Tn, tCq

(

S1, SCy
ts(X) = ¢

([ Smy  SCm

Wenn wir in die Ungleichung die bedingten Funktionen einsetzen und erhalten wir

folgende Formel:

t1, tc S1,  SCy

(2.13) VX

IN

,  wennT,(X) € t,(X).

Die Ungleichung konnen wir so umformen, daf§ fiir jedes ¢; und s; einzeln der

Vergleich durchgefiihrt wird.

VX :Vi:Vj:s Ct;, wenntc A sc
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Die bedingte Ungleichung kann in ein logisches Pradikat umgewandelt werden.
VX 1 Vi V) (s; Ct;) < (te; A sc)

Wenn die Bedingung der Ungleichung halt, mufl auf jedenfall die Ungleichung
wahr sein.

Mit Hilfe von geeigneten symbolischen Methoden (vgl. [49, 21, 22]) kann der
Test durchgefiihrt werden.

Beispiel. Fiir das Beispiel 2.4 wird das Zeitprogramm mit den konstanten aus
Tabelle 2.4 erstellt. Mit Hilfe der symbolischen Analyse erhalten wir eine Zeit-

funktion:

[85 +101x,190 + 233z], = >1
185, 190], sonst

t,(r) =

Die Spezifikation ist mit der bedingten Funktion

[80 + 50,300 + 300x], = >1
(80, 300], sonst

gegeben. Wir miissen jetzt priifen, ob die Ungleichung
Vo i ty(z) C 14(x)
fiir jede Eingabe halt. Wir setzten die bedingten Funktionen ein und erhalten

85+ 1012,100 +2332], > 1 _ [[80+ 50,300 + 3002, > 1
85,190], sonst | [80,300], sonst

Vo :

Danach formen wir die bedingte Ungleichung in eine unbedingte um,

85 + 101, 190 + 2332] C [80 + 50z, 300 + 300z], x> 1
185,190] C [80, 300, sonst

T .

Der zweite Fall in der Fallunterscheidung ist eine Tautologie und braucht daher
nicht mehr weiter untersucht werden. Der erste Fall ist etwas komplizierter. Beide

Seiten der Ungleichungen sind Funktionen. Wenn wir fiir beide Seiten x explizit
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machen, erhalten wir fiir die obere und untere Zeitschranke folgende Ungleichun-

gen:

85 + 101z, 190 + 233x] C [80 + 50z, 300 + 300z] <>

85 + 101z > 80 + 50z A 190 + 233z < 300 + 300x <=
S 5) Ag> 110
TETH N T
Aus der Fallunterscheidung folgt, dafi die Ungleichungen halten, wenn die Fallun-
terscheidung wahr ist. D.h., dafl die zeitliche Spezifikation der Prozedur erfiillt

ist.
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Kapitel 3

SYMBOLISCHE ANALYSE

3.1 Einleitung

Symbolische Analyse ist ein Uberbegriff von verschiedenen formalen Methoden,
die eine statische Analyse von Programmen ermdglichen. In dieser Arbeit wurde
sie zum Auffinden der Zeitfunktion eines Programms entwickelt. Die Zeitfunktion
soll statisch (ohne das Programm auszufiihren) ermittelt werden. Der Formalis-
mus kann aber auch fiir andere Zwecke verwendet werden: Parallelisierung (vgl.
[31, 61, 7]), Software-Reuse (vgl. [15, 14]), Programmverifikation (vgl. [16]), Pro-
grammvereinfachungen und Programmoptimierung sind Anwendungsgebiete fiir

die symbolische Analyse von Programmen.

Ich habe versucht, die Begriffe, die zur Zeit in der Literatur verwendet werden,
fiir meine Verwendung zu ordnen. Eine friithe Zusammenstellung von symbolischen
Methoden findet man in [17].

Da diese Thematik noch Teil der Forschung ist, gibt die folgende Ausfiihrung
nur einen Einblick. Es gibt noch viele offene Fragen und die symbolische Analyse
ist fiir Sprachen wie Ada (vgl. [35]), C(vgl. [37]) oder Pascal kaum anwendbar. Die
Semantik dieser Sprachen ist zu komplex. Die symbolische Analyse ist aufgrund
ihrer Verwandtheit zum Halteproblem (vgl. [34]) sehr komplex und damit in den
meisten Fallen unentscheidbar. Wenn wir aber von der Analyse von Programmen
auf Computer mit endlicher Zahlenarithmetik und endlichem Speicher ausgehen,
konnen wir das Problem auf ein losbares reduzieren. Es ist entscheidbar. Die
Voraussetzung ist, daf} keine Ein-/Ausgabe-Interaktionen in den zu analysieren-
den Programmen existieren. Die Eingabe mufi vor dem Aufruf des Programms
vollstédndig vorhanden sein. Am Ende der Ausfiihrung liegt das Ergebnis bzw. die

Ausgabe vor.

Aufbauend auf 7-Simple (eine imperative Minisprache) wird die symbolische

Analyse vorgestellt.
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3.2 Die Semantik von 7-Simple

Die Sprache 7-Simple ist eine imperative Minisprache. Fiir die symbolische Ana-
lyse wird eine Teilmenge vorgestellt und danach schrittweise erweitert. Zunachst
enthalt 7-Simple nur die Zuweisung, das If-Statement, die Hintereinanderaus-
fithrung von zwei Statements und das Null-Statement. Die Variablen in 7-Simple
sind diskrete Skalare.

Es ist fiir die symbolische Analyse notwendig, die Semantik der Sprache exakt
zu beschreiben. Deshalb wird eine Evaluierungsfunktion vorgestellt, die in deno-
tationeller Form (vgl. [28]) die Semantik definiert. Aufgrund der Einfachheit der
Sprache ist sie leicht verstandlich. Es gibt zunichst keine Prozeduren und kein
Hauptprogramm. Die Eingabe erfolgt, indem die Variablen vor dem Programm-
start mit den gewiinschten Werten initialisiert werden. Wenn ein Fehler auftritt
(eine Null-Division oder eine Zuweisung auflerhalb des giiltigen Zahlenbereichs),
so ist die Evaluierungsfunktion fiir dieses Programm nicht definiert. Wiirde das
Programm auf einen real exisitierenden Computer ablaufen, wiirde das einen Pro-
grammabbruch induzieren.

Ein Programm P ist theoretisch betrachtet eine Funktion P(X), die die Ein-
gabe X auf eine Ausgabe Y abbildet.

(3.1) P(X)=Y

Die Eingabe X bestimmt die Variablenwerte zu Beginn des Programms. Nach der
Ausfiihrung enthalten die Variablen den Wert der Ausgabe Y. Der Vektor Y hat
daher die gleiche Grofie wie die Eingabe X. Es muf eine eindeutig Zuordnung der
Variablen zu den Eingabekomponenten des Vektors X bzw. der Komponenten des

Vektors Y gegeben sein.

(xlax%"-axn) (ylayQJ"'ayn)
Ausfiithrung >

Y

Abbildung 3.1: Programmodell

Die Variablen konnen ihre Werte wahrend der Ausfiihrung des Programms
andern. Der momentane Wert einer Variable wird in der Variablenumgebung
festgehalten. Nach der Ausfiihrung enthilt sie die Werte fiir die Ausgabe Y.

Die Evaluierungsfunktion wird mit Hilfe einer attributierten Grammatik (vgl.
[1], [10], [43]) definiert. Die zweispaltigen Tabellen 3.1, 3.2, 3.3 enthalten in der
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linken Spalte die rechten Seiten der Produktionen des jeweiligen Nonterminalsym-

bols und in der rechten die Evaluierung.

Die Grammatik von 7-Simple besteht zunachst aus drei verschiedenen Non-
terminalsymbolen. S ist das Nonterminal fiir eine Anweisung und ist ein Platz-
halter fiir ein If-Statement, fiir eine Zuweisung, fiir die Hintereinanderausfiihrung
oder fiir das Null-Statement. FE wird als Nonterminal fiir einen arithmetischen

Ausdruck verwendet. Das Symbol C steht fiir ein Konditional.

Je nach Typ des Nonterminals liefert die Evaluierungsfunktion entweder eine
Variablenumgebung (bei Anweisungen), einen Booleschen Wert (bei Konditiona-

len) oder eine Zahl (bei arithmetischen Ausdriicken) als Ergebnis.

3.2.1 Variablenumgebung

Der momentane Wert einer Variable wird in einer Variablenumgebung env mit-
gefiihrt, die eine endliche Menge aus Paaren ist. Jedes Paar besteht aus dem
Variablensymbol und einem Wert fiir die Variable. Jede Variable besitzt genau

ein Paar in der Variablenumgebung.

(3.2) env € (VS xZ)"

VS ist die Menge der Variablensymbole und enthalt alle Variablennamen des Pro-
gramms. n ist die Anzahl der Variablen und ist fiir jedes Programm konstant.
D.h, es ist nicht moglich, wahrend der Laufzeit neue Variablen einzufiihren. Die
Wertemenge Z einer Variable ist ein Intervall aus den ganzen Zahlen. Das Intervall

einer Variable legt die Funktion rg fest.

(3.3) rg: VS > Z X Z

var — [u,0],u < o

uw und o sind die untere und obere Schranke der Variable var. Fiir die Definition
der Hilfsfunktionen wird oft das Kiirzel ENV verwendet. ENV ist die Menge aller
Variablenumgebungen (VS xZ)".

Zwei Hilfsfunktionen vget und vset werden bendétigt. Sie ermoglichen den
Zugriff auf die Variablenumgebung. vget liefert den Wert einer Variable in der

Variablenumgebung. vset bildet eine Variablenumgebung auf eine neue ab. w ist
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der neue Wert der Variable var.

(3.4)  vget :ENV x VS — Z
vget ({ (v, wy), ..., (vi_1,w; 1), (var,w;), ..., (v,, w,)}, var)
= w;
(3.5) vset : ENV x VS xZ — ENV
vset ({ (v, w1), ..., (i1, w; 1), (var,w;), ..., (v, w,)}, var, w)
= {(v1, 1)y ooy (Vg wi ), (var,w), ... (U, wy) }

Wenn auf eine Variable zugegriffen wird, die nicht in der Variablenumgebung
vorhanden ist, so sind die Funktionen vset und vget nicht definiert.
3.2.2 Evaluierung eines Ausdrucks in 7-Simple

In 7-Simple berechnet die Funktion valg den Wert eines arithmetischen Ausdrucks
(siche Tabelle 3.1).

(3.6) valp : B x ENV = Z

Aus Griinden der Lesbarkeit wird nicht zwischen Operatorsymbol und Operatoren
unterschieden. const ist eine ganze Zahl und entspricht den Wert der Zahl in der

Evaluierung. Der momentane Wert einer Variable wird mit Hilfe der Funktion

Integer-Division.

vget aus der Variablenumgebung env entnommen. Die Divison adivb ist eine
a

gl

Wenn nur einer der beiden Operanden negativ ist, wird das Ergebnis nach oben

(3.7) adivb = sgn(a) sgn(b) {

abgeschnitten, andernfalls nach unten.

3.2.3 Evaluierung eines Konditionals in 7-Simple

Konditionale werden mit Hilfe der Funktion vals ausgewertet. Ein Konditional
kann einen Wert aus der Booleschen Menge B annehmen. B beteht aus den zwei
Wahrheitswerten true und false. Tabelle 3.2 enthélt Definitionen fiir die Evaluie-

rung von Relationen, Junktoren (and,or) und der Negation (not).
(3.8) valg : O x ENV — B

Die Metavariable rel in der Tabelle 3.2 ist eines von den folgenden Relationssym-
bolen: =, <, <, >, >, #.
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Syntaxr | Semantik
Ey+ E; | valg(Ey,env) + valg(FEy, env)

Ey — E, | valg(FEy,env) — valg(E, env)

)
Eox Ey | valg(Ey,env) x valg(E, env)
Eqdiv Ey | valg(Ey, env) divvalg(Ey, env),
falls valg(E;,env) # 0

const const

var vget(env, var)

Tabelle 3.1: Evaluierung eines Ausdrucks in 7-Simple

Syntax Semantik

true, valg(Cy,env)rel valg(Cy,env
CU rel Cl E( 0 ) E( ! )

false, sonst

true, valc(Cy,env) = true A valg(Cy, env) = true
Cyand C, c(Co, env) c(Ch, env)

false, sonst

true, valg(Cy,env) = true V valg(Ch, env) = true
CU or Cl C( 0 ) C( ! )

false, sonst

t alo(C e = fal
ot O rue, valg(C,env) = false

false, sonst

Tabelle 3.2: Evaluierung eines Konditionals in 7-Simple

3.2.4 Evaluierung einer Anweisung

Anweisungen werden anhand Tabelle 3.3 ausgewertet.
(3.9) valg : S x ENV — ENV

Das Null-Statement ist die einfachste Anweisung. Die iibergebene Variablenum-
gebung wird unverdndert zuriickgegeben. Das Statement hat keine Auswirkung
auf den Kontrollflufl und verdndert die Daten nicht. Die Hintereinanderausfiithrung
von zwei Statements evaluiert zunédchst die erste Anweisung S;. Die daraus re-
sultierende Variablenumgebung wird als Argument fiir das zweite Statement ver-
wendet. Die If-Anweisung berechnet in Abhéngigkeit des Konditionals entweder

den Then- oder den Else-Zweig. Das Konditional wird zuerst evaluiert. Wenn die
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Syntax Semantik
null env
51;52 valS(SQ,valg(Sl,env))

1 1 —
if C then S, else S { valg(Si,env), valo(C,env) = true

valg(Sy, env), sonst

var := F vset(env, var, valg(FE, env)),

falls valg(F,env) € rg(var,env)

Tabelle 3.3: Evaluierung einer Anweisung in 7-Simple

Evaluierung true ergibt, wird der Then-Zweig genommen, andernfalls der Else-
Zweig. Die Zuweisung verwendet die Funktion vset um den Wert der Variable
var in der Variablenumgebung zu verandern. Die Evaluierungsfunktion ist aber
nur dann definiert, wenn das Ergebnis des Ausdrucks innerhalb der Schranken der

rg-Funktion liegt.

3.2.5 Funktionale Definition

Ein Programm P(X) ist durch das Tupel (S,rg,#) eindeutig bestimmt. S ist
ein Element aus den moglichen Anweisungen in 7-Simple, rg der Zahlenbereich
samtlicher Variablen und # eine Abbildung der Eingabe auf eine Variablenumgeb-
ung.

f ordnet jeder Variable in der Variablenumgebung eine Komponente des Vek-

tors Z" zu. Die Zuordnung ist beliebig.

(3.10) 02" — ENV

(X1, oy zn) = (v, 1),y (Vn, ) }

f erzeugt eine Anfangsumgebung fiir die Evaluierungsfunktion.
Die Funktion 6~! ist die Umkehrfunktion von #. Sie wandelt eine Variablen-

umgebung in einen Vektor aus Z" um.

(3.11) 0~ :ENV — 7"

{(v1,21), o, (U, )} = (21, ., 1)

'Fiir die Zuordnung kann die alphabetischen Ordnung der Variablennamen genommen wer-
den. Die erste Variable im Alpahbet ist vy, usw.
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Die Zuordnung der Variablen zu den Komponenten des Vektors muf} in # und in
6~! ident sein.

Ein Programm P(X) kann somit als Funktion
(3.12) P(X) = 07" (vals(S, 0(X)))

geschrieben werden. 6 wandelt die Eingabe in eine Anfangsumgebung fiir eine
Anweisung S um. Die Funktion valg wertet das Programm aus und liefert als
Resultat eine Variablenumgebung, die mit der Funktion #~! in einen Vektor aus

Z™ transformiert wird und die Ausgabe Y des Programms ist.

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.2 zeigt ein einfaches Programm. Im
Deklarationsteil des Programmes werden zwei Variablen definiert, deren Wertebe-
reich die Zahlen zwischen 1 und 100 sind. Danach folgt ein If-Statement, dessen
Then-Zweig nur dann ausgefiihrt wird, wenn x kleiner als y ist. Im Then-Zweig
weist das Programm der Variable y den Wert 10 zu. Wenn x grofler gleich y ist,

erhilt x den Wert von y. Nach der If-Anweisung folgt eine null-Anweisung.

decl x,y:[1..100];

if x < y then
y := 10
else

X 1= Y;
null

Abbildung 3.2: Beispielprogramm in 7-Simple
Der Deklarationsteil definiert die Zahlenbereiche der zwei Variablen x und y.
rg(z) = [1,100], rg(y) = [1,100]

f wird hier nicht explizit angegeben. Der erste Parameter des Programm P(z,y)
wird der Variable z, der zweite der Variable y zugeordnet. Damit die Parameter
von den Variablen unterschieden werden konnen, sind sie unterstrichen.

Das Programm soll mit P(10,20) ausgefiihrt werden. D.h., die Anfangskon-
figuration ist x = 10,y = 20. 6 erzeugt daher folgende Umgebung;:

envg = {(z, 10), (y,20)}.
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S
!
S1; Sz

Y\

if C'then SyelseSy  nyll

oo

var .= F var .= F

Abbildung 3.3: Syntaxbaum

Mit envy wird das Programm evaluiert. Das erste Konstrukt, das im Programm
ausgewertet wird, ist die Hintereinanderausfiihrung. Hier ist fiir die Abarbeitung
die syntaktische Topologie (vgl. [34]) entscheidend — nicht die lexikographische
Reihenfolge.

valg(if © < ytheny := 10else x := y; null,envy) =

(3.13) valg(null, valg(if © < ytheny := 10elsex := y, envy))

Jetzt wird die innerste val-Funktion weiter entwickelt. Die Evaluierungsfunktion
wertet, das Konditional x < y aus. Dieses ist zusammengesetzt und besteht aus
zwei Ausdriicken x und y, die mit der Evaluierungsfunktion fiir Ausdriicke wei-
terbehandelt werden. Mit Hilfe der Funktion vget werden die Werte der beiden
Variablen gelesen. (In envg ist der Wert von x gleich 10 und der Wert von y gleich
20.)

valg(x < y, envg) = valg(z, envy) < valg(y, envy)
= vget(envy, x) < vget(envy, y)
=10 <20

= true

Die Auswertung des Konditionals hat true ergeben. D.h., daf3 die Evaluierungs-
funktion mit dem Then-Zweig weiterarbeitet. Der Then-Zweig wird noch immer

mit envy evaluiert.

(3.14) env; = valg(y := 10, envy)
= vset(envy, y, 10)
= {(2,10), (y,10)}
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Die Funktion vset kann angewendet werden, weil der Variable y ein Wert im
giiltigen Bereich zugewiesen bekommt?. Entwickeln wir Formel 3.13 weiter, so
wird die If-Anweisung durch env; ersetzt. (Die Berechnung des Then-Zweiges
erfolgte in 3.14.)

envy = valg(null, valg(if x < ytheny = 10elsex := y,envy))
= valg(null,envy)

= env;

Die Evaluierung der Null-Anweisung ist trivial. Die Variablenumgebung env,
wird durchgereicht. D.h, das Ergebnis ist envy. Also sind die Wert der beiden
Variablen am Ende der Ausfithrung x = 10,y = 10. Das Programm P mit der
Eingabe (10, 20) hat als Ergebnis

P(z,y) = P(10,20)
— (10, 10).

3.3 USE/DEF-Mengen und der Kontrollflu3graph

3.3.1 USE/DEF-Mengen

Fiir die symbolische Analyse werden fiir einige Algorithmen die sogenannten USE-
und DEF-Mengen (vgl. [1, 65]) benétigt. Sie geben fiir jedes Konstrukt in der
Sprache an, welche Variablen moglicherweise verwendet bzw. definiert werden.
Die Definition mufl als zerstorende Operation gesehen werden: Der alte Wert
einer Variable wird iiberschrieben. In 7-Simple existiert nur die Zuweisung, die
genau eine Variable definiert. D.h., in der DEF-Menge der Zuweisung ist nur die
Variable, der etwas zugewiesen wird, enthalten. Andere Anweisungen, die einen
Seiteneffekt haben, existieren nicht. Jedoch in der prozeduralen Erweiterung von
7-Simple kann ein Prozedur-Aufruf mehreren Variablen neue Werte zuweisen.

Die Funktion fiir die Bestimmung der DEF-Menge ist in Abbildung 3.4 angege-
ben. Die DEF-Menge einer If-Anweisung wird berechnet, indem die DEF-Mengen
beider Zweige vereinigt werden.

Die USE-Menge einer Anweisung, eines Konditionals bzw. Ausdrucks gibt die
Menge der verwendeten Variablen an. In Abbildung 3.5 ist sie fiir alle sprachlichen

Konstrukte dargestellt.

“rg(y) = [1,100]
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DEF (null) = {}
DEF(S1; Sy) — DEF(S,) U DEF(S,)
DEF (var := E) = {wvar}

(

DEF (if C then Sy else Sy) = DEF(Sy) U DEF(Ss)

Abbildung 3.4: Definition von DEF

YOP € {+,—,*,div,and,or} : USE(xOPy) = USE(x)U USE(y)

USE(notz) = USE(x)
USE (var) = {wvar}
USE (null) = {}
USE (var := E) = USE(FE)
(

USE (if C then Sy else Sy) = USE(S;) U USE(S,)
Abbildung 3.5: Definition von USE

3.3.2 KFG

Einige der folgenden Methoden benétigen fiir die Berechnung den Kontrollfluf3-
graph (KFG) bzw. den Begriff des Pfades. Ein KFG (vgl. [1]) ist ein gerichteter
Graph (N, E). Jedes Statement n; wird als Knoten im Graph dargestellt. N ist
die Menge der Knoten.

(3.15) N ={ny,ng,...,ng}

Der KFG besitzt genau einen Startknoten ng, und genau einen Endknoten ny.
Jede Kante im Graph ist ein geordnetes Paar (n;,n;) und bedeutet eine mogliche
Hintereinanderausfiihrung der beiden Statements n; nach n;. Die Menge der Kan-

ten ist
(3.16) E CN x N.

Die Bedingung der Hintereinanderausfiihrung wird durch das Sprungprédikat bp(n;, n;)
bestimmt. Fiir sequentiell hintereinandergereihte Anweisungen hat das Sprung-
priadikat den Booleschen Wert true. Fiir eine bindre Bedingung (If-Anweisung)

mufl das Sprungpradikat der einen Kante das Komplement der anderen sein.
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Definition FEin KFG ist wohlgeformt, wenn fiir einen Knoten n;, der genau zwei
Knoten n;, ny vorangeht, gilt: bp(n;, n;) = not bp(n;, ng)'.

Wenn ein Knoten mehr als zwei Nachfolger hat, miissen alle Sprungpradikate
disjunkt sein und es mufl genau eines zu true evaluieren. In unserer Sprache

7-Simple tritt dieser Fall nicht auf, da die Sprache nur i f-Anweisungen kennt3.

Definition Die Menge der Nachfolger eines Knotens n; ist die Menge der Knoten

fiir die n; unmittelbar vorangeht.
(3.17) out(n;) = {n;|(n;,n;) € E}
Die Menge der Vorganger wird analog definiert.

(3.18) in(n;) = {n;|(n;,n;) € E}

Definition FEin Pfad ist eine endliche Folge von Knoten
(319) <ni07 nila s 7nit>
und fiir jeden Knoten in der Folge existiert eine Kante zum nachfolgenden Knoten

(320) Vi,0<j<t: (nij,nijﬂ) <

Definition Ein Programmpfad 7 ist ein Pfad, der mit dem Startknoten beginnt

und mit dem Endknoten endet.

(321) T = <nsani0;n’ila"'anit7nf>

Satz Jeder Knoten im KFG ist durch mindestens einen Programmpfad erreich-
bar.

(3.22) Vin, e E:3dm:n; €m

Nicht erreichbare Knoten konnen sofort aus dem KFG genommen werden. Sie
konnen durch keinen Pfad ausgefiihrt werden.

Beispiel 3.2 ist in der Abbildung 3.6 dargestellt. Jeder Knoten ist durch eine
Marke {ns,n1,ng,n3,nr} eindeutig bestimmt, und jede Kante hat ein Sprung-

pradikat.

YEs darf keinen dritten Knoten n; geben, fiir den gilt: (ni,ni) € EAnG #n Anyg # ny.

3Durch das Einfiihren einer Case-Anweisung konnten Mehrfachverzweigungen im KFG
enstehen.
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Knoten | Anweisung
nq y:=10

na ri=y

n3 null

Abbildung 3.6: Beispiel eines KFG

3.4 Symbolische Evaluierung

Die symbolische Evaluierung (vgl. [13, 17]) ist eine Datenflulanalyse. Sie unter-
sucht statisch das dynamische Verhalten eines Programms. Ohne das Programm
mit einer gegebenen Eingabe auszufiithren, werden in einem beliebigen Punkt im
Programm fiir die Variablen symbolische Werte berechnet. Ein symbolischer Wert
ist Element einer Funktionenalgebra F (vgl. [42]).

Die Algebra besteht aus Grundfunktionen und Operatoren. Grundfunktionen
konnen Konstante in Z bzw. Eingabeparameter sein. Die Operatoren entsprechen

der Semantik in der Sprache 7-Simple und werden in zwei Klassen eingeteilt.

1. Fg ist die Klasse der Funktionen der Form ZF — Z. Das Resultat ist ein

Element aus Z. Bsp.: Addition von zwei Zahlen, ...

2. Fo ist die Klasse der Funktionen der Form B* — B und Z* — B. Bsp.:

Konjunktion und die Kleiner-Relation.

Die symbolische Evaluierung ist eine Ubersetzung eines imperativen Programms

in eine funktionale Sprache bzw. Funktionenalgebra (vgl. [38]).

(P(X),K) —— (sval(P(X)), K)

(3.23) J l
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Ein Programm P(X) mit den formalen Parametern X wird symbolisch evaluiert.
Das Resultat der symbolischen Evaluierung sval(P(X)) ist ein Element der Funk-
tionenalgebra (bzw. funktionalen Sprache). Wenn das Programm mit der Eingabe
K ausgefiihrt wird, ist das Resultat das gleiche, wie wenn das symbolisch eva-
luierte Programm mit der gleichen Eingabe in der Funktionenalgebra ausgewertet
wird.

Die Evaluierung in der Funktionenalgebra erfolgt fiir jede Ergebnisvariable
getrennt. Fiir jedes y; der Ausgabe findet die symbolische Evaluierung eine Funk-
tion f,,(X), die direkt das Ergebnis fiir diese eine Variable (unabhéngig von den

anderen) berechnet.

(3.24) P(X) = (fu (X), - [y (X))

Fiir die symbolische Evaluierung gibt es verschiedene Methoden, die fiir verschie-
dene Anwendungsgebiete mehr oder weniger geeignet sind. Sie unterscheiden sich
in ihrer Effizienz und an der verwendeten Algebra. Das Grundprinzip bleibt aber
das gleiche: Ein imperatives Programm wird in ein funktionales iibersetzt. Fiir
jedes Resultat des Programms existiert eine Funktion iiber den formalen Parame-
tern.

Ahnlich wie bei der Semantikfunktion fiir 7-Simple entwickeln wir eine neue,
symbolische Evaluierungsfunktion sval. Sie berechnet symbolisch die Werte der
einzelnen Variablen. Die Wertemenge der Variablen ist eine Funktionenalgebra
Fg. Fiir die symbolische Evaluierung wird eine symbolische Variablenumgebung
verwendet. Sie ist der Umgebung in der Standardsemantik dhnlich. Die Werte der

Variablen sind aber symbolische Ausdriicke (Elemente aus Fg).

(3.25) env € (VS xFg)"

Die symbolischen Ausdriicke konnen nach den Rechenregeln der Algebra FF in
Abbildung 3.7 vereinfacht werden.

Die symbolische Evaluierungsfunktion wird zunachst analog zur Semantikfunk-
tion definiert. Der Unterschied liegt in der Verwendung einer anderen Wertemenge
der Variablen.

Die If-Anweisung wird zunéchst nicht behandelt, da die symbolische Evaluie-
rungsfunktion, ohne die Eingabe zu kennen, nicht entscheiden kann, welcher der
beiden Zweige ausgefiihrt wird. Beide Pfade sind relevant und werden fiir die Be-
rechnung des Ergebnisses benotigt. Es gibt fiir die If-Anweisung mehrere Ansitze,

die spater vorgestellt werden.
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Vi,j € F
i+j=7+1

Lk ] =] %1

tand j = jand ¢

torj =jorg

Vi,j, k € F

i+ (+k)=(>G+7)+k
ix(jxk)=(ixj)*xk
iand(jand k) = (iand j)and k
ior(jork) = (iorj)ork

Vi, 7,k €T
ix(J+k)=(ixj)+ (ixk)
iand(jork) = (iand j)or(iand k)
ior(jand k) = (iorj)and(iork)
Vi eF

1+0=1

1x1 =1

rdivl =1

tand true =1

vor false =1

VieF

1—1=20

tand not i = false

rornot i = true

Vi, ik e FAi#£0
ixj=ixk=j=k

Vi,j €T

not(z and j) = (not i) or(not j)
not(z or j) = (not ) and(not j)

Abbildung 3.7: Rechengesetze der Funktionenalgebra F
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(3.26) svalg :S x ENVg — ENVyg
(3.27) svale :C x ENVg — Fe
(3.28) svaly :E x ENVg — Fy

ENVg ist die Menge aller symbolischen Variablenumgebungen.

decl x,y:[1..100];

X =x+y;
y =X -V
X=X"-Y3

Abbildung 3.8: Algebraischer Dreieckstausch

Das Beispiel* in Abbildung 3.8 tauscht die Variablenwerte der beiden Variablen
x und y'. Es ist nicht sofort ersichtlich, daf hier die Variablenwerte ausgetauscht
werden. Wenn wir das Programm symbolisch evaluieren, wird der Sachverhalt
klarer.

Mit Hilfe der #-Funktion wird eine symbolische Variablenumgebung aus den
Parametern erzeugt.

envy = {(x,l), (yay)}

Hier haben beide Variablen als Wert die formalen Parameter z und y. Als néchstes

wird das erste Statement im Beispiel Abbildung 3.8 ausgefiihrt.

sval (x:=x 4+ y;y =z —y;x:=x — y,envy) =
(3.29) sval (y :=x —y; 2 := x — y,sval (z := z + y, envy))
Das Programm besteht aus zwei geschachtelten Hintereinanderausfiihrungen. Die

erste Anweisung wird separiert und symbolisch ausgefiihrt. Bei der Substitution

der Variablenwerte mufl darauf geachtet werden, daf3 die formalen Parameter nicht

“Dankend erwihne ich hier Boris Georgiew, der meine Aufmerksamkeit auf dieses Beispiel
lenkte.

"Der Dreieckstausch wird normalerweise mit drei Variablen durchgefiihrt. Zuerst wird einer
Hilfsvariable der Wert der ersten Variable zugewiesen. Danach bekommt die erste Variable den
Wert der zweiten. Die zweite Variable {ibernimmt am Ende den Wert der Hilfsvariable.
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fiir weitere Ersetzungen herangezogen werden. Es muf} eine klare Unterscheidung
zwischen den formalen Parameter x und der Variable x geben. Die Variable hat
zu Beginn der Ausfiihrung den Wert des Parameters, sie kann sich, wihrend das

Programm abgearbeitet wird, andern.

envy = sval (x := z + y, envy)

={(@.z2+v), (1,1)}

Die neue symbolische Variablenumgebung env; wird in 3.29 eingesetzt, und die

zweite Hintereinanderausfithrung wird aufgespalten.
sval (y ;== —y;x:=x — y,sval (r 1=z + y,envy)) =

sval (y ==z —y;x:=x — y,envy) =

(3.30) sval (z :=z — y,sval (y = v — y, envy))
Die zweite Zuweisung wird mit der Variablenumgebung env; symbolisch evaluiert.

envy = sval (y := x — y,envy)

= {(xal—i_g)a (y,&)}

Jetzt kann die Variablenumgebung in die Formel 3.30 eingesetzt werden, und das

letzte Statement wird ausgewertet.

envy = sval —y,sval (y := z — y,envy))

(2
= sval (z : — Y, envy)
Y

= {(=.y), v, )}

Die Umgebung envs wird mit der ! Funktion auf den Ausgabevektor abgebildet.

3.4.1 If-Anweisungen in der Pfad-enumerierenden Methode

If-Anweisungen stellen in der symbolischen Auswertung ein Problem dar: Wir wis-
sen nicht den Wert der Eingabe und konnen das Konditional in der If-Anweisung

in den meisten Féallen nicht zu true oder false evaluieren.
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In der Analyse einer If-Anweisung miissen daher beide Fille symbolisch be-
handelt werden. Das If-Statement wird sowohl mit dem Then-Zweig als auch mit
dem Else-Zweig symbolisch ausgewertet. Die Entscheidung, welcher Zweig ge-
nommen wird, bestimmt die Pfadbedingung. Sie wird aus den Konditionalen der
If-Bedingungen abgeleitet. Nach der Auswertung der If-Anweisungen existieren
zwei Variablenumgebungen. Beide sind giiltig, da ohne die Eingabe zu kennen,
nicht entschieden werden kann, welche verwendet wird. Jede nachfolgende An-
weisung wird daher mit beiden Umgebungen evaluiert.

Fiir die Evaluierung (vgl. [17]) ist eine neue Datenstruktur notwendig, die die
verschiedenen Variablenumgebungen mit ihren Pfadbedingungen aufnimmt: Der
symbolische Kontext ctx ist eine endliche Menge aus Paaren. Ein Paar besteht aus
einer Variablenumgebung und einer Pfadbedingung, die diese Variablenumgebung

erzwingt.
(3.31) ctx € (ENVg xFe)"

Fe ist die Menge aller Konditionale in der Funktionenalgebra, £ ist die Kardina-
litit der Menge und gibt die Anzahl der Variablenumgebungen im Kontext an,
CTX beschreibt die Menge (ENV g xF)" und wird fiir die Definition der symbo-
lischen Auswertungsfunktion pval benotigt.

Die Funktion pval fithrt eine Anweisung S mit einem Kontext ctx in einen

neuen Kontext tber.
(3.32) pval : S x CTX — CTX

Auf den Kontext hat die Null-Anweisung keinen Seiteneffekt. Der iibergebene
Kontext wird durchgereicht.

(3.33) pval(null, ctx) — ctx

Fiir die Zuweisung ist die Definition schwieriger. Der Kontext kann mehr als
eine Variablenumgebung enthalten. Jede Variablenumgebung wird daher fiir die
symbolische Auswertung der Zuweisung herangezogen. Die Funktion svalg fiihrt

die Zuweisung mit einer Variablenumgebung aus®.

(3.34) pval (var := E,{(envy,p1),..., (envg, pr)}) —

{(svalg(var := E,envy),p1),..., (svalg(var := E,envy), pp) }

5Eine vollstindig neue Definition von pval ist daher nicht notwendig.
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Die Hintereinanderausfiihrung wird analog zur bisherigen Evaluierung definiert.
(3.35) pval(St; Sa, ctx) — pval(Ss, pval(Sy, ctx))

Die If-Anweisung wertet beide Zweige aus. Jede Pfadbedingung einer Variablen-
umgebung wird mit der symbolisch ausgewerteten Bedingung der If-Anweisung
erweitert. Fiir den Then-Zweig wird das evaluierte Konditional sval(C,env;)
mit dem Und-Operator zu der Pfadbedingung p; konjungiert. Die Pfadbedin-
gungen des Else-Zweigs wird mit dem Negat des ausgewerteten Konditionals
not sval(C, env;) erweitert. Das Resultat einer If-Anweisung sind die Variablen-

umgebungen des Then- und des Else-Zweigs.

(3.36)
pval(if C then Sy else Sy, {(envy,p1),..., (envg, pr)}) —

pval(Sy, {(envy, p; and svalo(C, envy)), ..., (envy, pr and svala(Cenvy)) }) U

pval(Sy, {(envy, p; and not svale(C, envy)), .. ., (envg, pg and not svale(C, envy))})

Die Funktion # und ! miissen in der Pfad-enumerierenden Methode modifi-
ziert werden. 6 erzeugt fiir pval einen Kontext, der nur eine Variablenumgebung

besitzt. Die Pfadbedingung der Umgebung ist true.
(3.37) O(x1,...,2,) — {(env, true)}

env ist eine Variablenumgebung, die genau wie fiir das # in sval bzw. val aufgebaut
wird.

Fiir ="' gibt es mehrere mogliche Werte fiir eine Komponente des Ausgabevek-
tors. Die dazugehorenden Pfadbedingungen bestimmen, welcher Wert genommen

wird. Es gibt also fiir jede Komponente eine Fallunterscheidung.

0 ({ ((v,y) ooy (UnyYin)s p1),
(3.38) : : =
((Uln; ykl) FI) (Um ykn);pk)}) =

Y11, N Yin, DN

Yk1, Pk Ykn> Pk
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decl x,y:[1..100]
if x <y then

X 1=y -X
else

y :=x-~-75;
X :1=x +y

Abbildung 3.9: Beispiel fiir die Pfad-enumerierende Methode

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.9 ist ein einfaches Programm, das der
Variable x die Differenz von y und x zuweist, falls x kleiner y ist. Andernfalls
wird die Differenz von x und y der Variable y zugewiesen. Die letzte Anweisung
berechnet die Addition von x und y und weist das Ergebnis der Variable x zu.
Das Beispiel beinhaltet bereits eine If-Anweisung, die einen Kontext mit zwei
Variablenumgebungen fiir die Evaluierung benoétigt.
Im ersten Schritt wird mit Hilfe der Funktion # ein Kontext fiir die Evaluie-

rungsfunktion pval geschaffen.

envy = {(x,z), (y,g)}

ctxo = {(envy, true}

Der Anfangskontext enthilt nur eine Variablenumgebung env,. Die Pfadbe-
dingung der Variablenumgebung ist true. D.h.; die Umgebung ist immer giiltig.
Die erste Anweisung ist die Hintereinanderausfiihrung. Sie wird mit Hilfe der
Formel 3.35 entwickelt.

pval(if © < ythenx =y — xelsey:=x —y;r:=x +y,ctxy) =
pval(z := z + y,pval(if z < ythenx :=y — xelsey := x — y, ctxg))

Die If-Anweisung ist jetzt separiert und wird mit der Formel 3.36 ausgewertet.
Zunichst mufl das Konditional mit allen Variablenumgebungen ausgefiihrt werden.
Da nur eine symbolische Umgebung im Kontext vorhanden ist, brauchen wir nur

eine Pfadbedingung berechnen. Fiir die Evaluierung des Konditionals x < y wird
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die Umgebung env, benotigt.

cond = svalg(z < y,envg) =

= svalp(z, {(2,2), (4,9)}) <svalp(y, {(v.2), (1. })

Die Pfadbedingung des Then-Zweigs ist

p1 = true and cond
= cond

:£<g

Die Pfadbedingung kann aufgrund der Gesetze in der Funktionenalgebra (vgl. Ab-
bildung 3.7) vereinfacht werden. Fiir den Else-Zweig wird das negierte, symbolisch

ausgewertete Konditional der If-Anweisung herangezogen.

po = true and not cond
= not(z < y)

=z>y

Die negierte Kleiner-Relation kann auch als GréBergleich geschrieben werden (sie-
he Abbildung 3.7).

Beide Pfadbedinungen sind jetzt berechnet. Fiir die Auswertung beider Zweige
miissen zwei Kontexte erzeugt werden. Der Kontext ctx; fiir den Then-Zweig
enthalt die Variablenumgebung envy mit der Pfadbedingung p,. Fiir den Kontext
ctxy des Else-Zweigs wird die Pfadbedingung p, verwendet.

ctx; = {(enVO, pl)}
ctxy = {(envo, pa)}

Die Auswertung des Then-Zweigs erfolgt mit dem Kontext ctx;. Die Zuweisung
x = y — x wird nur mit einer Variablenumgebung env, evaluiert. Die Pfadbe-
dinung p; der Variablenumgebung bleibt unverandert. Das Ergebnis des Then-

Zweigs ist ein neuer Kontext ctxs mit nur einer Variablenumgebung und der da-
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zugehoérenden Pfadbedingung, die diese symbolische Umgebung erzwingt.

ctxz = pval(z ==y — x, ctxy)
= pval(z ==y — x, {(envo, p1)})
= {(svalg(z :=y — z,envp),p1)}
= {(svalg(x =y —x, {(xal)a (y,g)}),m)}
— {({(x,g—l),(y;g)} 7p1)}

Analog zur Auswertung des Then-Zweigs erfolgt die Evaluierung des Else-Zweigs.

Die Berechnung wird mit dem Kontext ctxy durchgefiihrt.

ctxy = pval(y == z — v, ctxy)
= pval(y :== z — y, {(envo, p2)})
= {(svals(y := = — y, envg), p2) }
= {(svals(y === =y, {(z,2), (s, ) }), =) }
—{{@2),z—y} m)}

Beide Kontexte ctxs und ctxy werden zusammengefalt. Die Vereinigung beider
Mengen wird gebildet und das Ergebnis ctx; wird fiir die Auswertung des zweiten

Statements in der Hintereinanderausfithrung verwendet.

ctxs; = ctxz U ctxy

Anstatt der If-Anweisung wird der Kontext ctxs eingesetzt und die letzte Zuwei-

sung ausgewertet. Da nun zwei mogliche Variablenumgebungen im ctxs vorhanden
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sind, muf} das letzte Statement mit beiden ausgewertet werden.

ctxg =
pval(z :=x + y,pval(if x < ythenz ==y — xelsey :=x — y,ctxq)) =
pval(z = x + y, ctx5) =
pval(z := x+y,{({(x y—z), (9} m),
(@2, z=p}p)h =

{(svals(x :=x+y,{(x y—:r;) (v, g)}) )

(svalg(a: =z 4+, {( —y }) p2)} =
y } 1)
({(fv,£+£—g),(y,z—g)},pQ)} =

Das Ergebnis der symbolischen Auswertung des Beispiels 3.9 ist der Kontext ctxg.
Die Pfadbedingungen p; bzw. p, erzwingen die jeweilige symbolische Umgebung.
Beide Bedingungen sind disjunkt.

Der Ausgabevektor wird mit der Funktion 0! erzeugt. Da zwei Variablen-
umgebungen im Kontext ctxg vorhanden sind, gibt es fiir jede Komponente der

Ausgabe eine Fallunterscheidung mit zwei Fallen.

P(z,y) = 0" (ctxe)
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Durch die Anwendung der Gesetze (vgl. Abbildung 3.7) kann das Ergebnis ver-

einfacht werden.
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Optimierung

Die Pfad-enumerierende Methode erzeugt fiir jeden moglichen Pfad eine Varia-
blenumgebung mit ihrer Pfadbedingung. Wenn ein geeignetes symbolisches Al-
gebraprogramm zeigen kann, daf3 eine Pfadbedingung nicht erfiillbar ist, kann

die Variablenumgebung aus dem Kontext herausgenommen werden. Je frither
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eine Kontradiktion erkannt wird, desto weniger Umgebungen erzeugt die Evalu-
ierungsfunktion pval. Eine If-Anweisung verdoppelt im schlechtesten Fall die im
Kontext liegende Umgebung, d.h., dal die Daten exponentiell anwachsen.

Eine Anweisung verdndert meistens nur einen Wert einer Variable in der Va-
riablenumgebung. Es ist platzsparender, die Anderungen festzuhalten, und nicht
die komplette Variablenumgebung neu zu berechnen, d.h., daf§ die Funktion vset

nicht sofort ausgewertet wird®.

3.4.2 If-Anweisungen in der Wert-konditionierenden Methode

Die symbolischen Werte der Variablen konnen effizienter dargestellt werden, wenn
die Bedingungen direkt einer Variable zugeordnet werden (vgl. [13]). Eine Variable
besitzt mehrere symbolische Werte und zu je einem Wert existiert eine Bedingung,
die entscheidet, ob der Wert verwendet wird. Die Bedingungen miissen disjunkt
sein und den Eingaberaum vollstandig partitionieren, d.h., es muf} fiir eine beliebi-
ge Parameterbelegung genau eine Bedingung zu true evaluieren. Die Bedingungen
sind keine Pfadbedingungen, sondern klassifizieren Pfade.

Fiir die Evaluierung wird ein Kontext benotigt. Der Kontext wird analog zur
Variablenumgebung definiert. Er ist eine endliche Menge aus Paaren. Jedes Paar
besteht aus einem Variablensymbol und einer Fallunterscheidung. Die Fallunter-
scheidung ist eine endliche Menge aus Paaren. Das erste Element im Paar ist ein

Ausdruck in Fp — das zweite ein Konditional in F¢.
(3.39) G = (Fp x Fo)'
envg € (VS xG)

Die Menge G ist die Menge aller Fallunterscheidungen’.

€1, C1
(3.40) {(e1,¢1),...,(er,c)} &
€, G
Die Fallunterscheidung wird in der hier vorgestellten Evaluierungsfunktion in zwei

verschiedenen Darstellungen verwendet. Die erste Schreibweise ist die Mengen-

notation, die zweite die mathematische Notation.

6F{ir die Funktion vset wird eine “lazy evaluation”-Semantik verwendet.

"G enthilt auch Fallunterscheidungen, die nicht giiltig sind. Die symboliche Evaluierung muf}
daher garantieren, daf} sie keine Fallunterscheidung erzeugt, deren Bedingungen nicht disjunkt
bzw. den Eingaberaum nicht vollstindig partitionieren.



41

Drei Hilfsfunktionen werden fiir die Bearbeitung einer Fallunterscheidung benotigt.

€1, €, C €1, C1

€, C €, C €, O

Die Funktion «; selektiert den i-ten Ausdruck in der Fallunterscheidung. 3; gibt
die Bedingung des i-ten Ausdrucks zuriick. Die Betragsfunktion der Fallunter-
scheidung bestimmt die Anzahl der Fille.

Analog zur Pfad-enumerierenden Methode wird eine Evaluierungsfunktion cval
definiert.

(3.42) cval : S x CTX — CTX

Die Hintereinanderausfiihrung und die Null-Anweisung unterscheiden sich zu

den bisherigen Definitionen nicht.

(3.43) cval(null, ctx) — ctx
(3.44) cval(Sy; Sa, ctx) — cval(Sy, cval(Sy, ctx))
Im Ausdruck E einer Zuweisung var := E werden Variablen verwendet, fiir

die es mehr als einen Variablenwert gibt. Jeder Wert einer Variable, die in F
vorkommt, ist moglich. Eine Kombination von méglichen Variablenwerten heif3t
Instanz.

Mit einer Instanz kann ein neuer Wert fiir die Variable var berechnet werden.
Die Bedingung des neuen Wertes, wird von den Bedingungen der eingesetzten
Werte der Variablen in F abgeleitet.

Die Funktion USE bestimmt die verwendeten Variablen in F.
(3.45) USE(expr) = {vi,...,vm}

Die Fallunterscheidungen der Variablen vy, ..., v, werden aus dem Kontext ctx

herausgelost und im Vektor W festgehalten.

(3.46) W = (vget(ctx, vy), ..., vget(ctx, v,,))
(3.47) = (wy,..., W)

Die Funktion vget wird hier nicht explizit definiert, in der Formel 3.4 fiir die

Standardsemantik von 7-Simple wurde sie bereits angegeben. Die Funktion vget
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hat als Argumente den Kontext ctx und eine Variable v. Das Resultat der Funktion
ist die Fallunterscheidung der Variable v.

Die moglichen Werte einer Variable vy werden durchnumeriert und ein Index-
wertebereich 7, bestimmt. Z;, sind alle Zahlen von 1 bis zu der Anzahl der Falle

der Variable vy.

(3.48) I =A{1,.... |wel}

Eine Instanz ist ein Element aus dem Kreuzprodukt aller Indexwertebereiche.
(3.49) I=7I,x---xT,

Ein Element in Z enthéilt fiir jede Variable eine Komponente. Die Komponente

bestimmt den Wert fiir die Einsetzung in F.
(3.50) I={(i1,...,im) €T

Der Indexvektorbereich kann auch leer sein. Dieser Fall tritt auf, wenn keine Va-
riablen im Ausdruck vorkommen. Z.Bsp.: z := 10. Bei einem nicht trivialen Fall®
wird fiir jede Instanz eine Variablenumgebung mit der dazugehorigen Bedingung

erzeugt.

(3.51)
U= {({(v, i, (w1)), ..., (vm, i, (wm)) }, Bi, (w1) and ... B;,, (wm))| I € T}

Die Menge U besteht aus Paaren. Jedes Paar enthélt eine Variablenumgebung und
eine Bedingung einer Instanz. Die Bedingung der Instanz ist aus den Bedingungen
der Werte der Variablen vy, ..., v, zusammengesetzt.

Mit jeder Variablenumgebung aus U wird die Zuweisung var := F ausgewertet,
das Ergebnis mit der Bedingung der Umgebung gebunden und in die Fallunter-

scheidung der Variable var aufgenommen:
(3.52) g = {(vget (svalg(var := F,env),p))| (env,p) € U}

Wobei g die neue Fallunterscheidung der Variable var ist. Die Funktion vset ordnet

der Variable var die Fallunterscheidung g zu®.

(3.53) cval(var := E, ctx) — vset(ctx, v, g)

8Der Indexvektorbereich ist nicht leer.

vset wird analog zu Semantikfunktion val definiert. (Formel 3.5)
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Fiir die If-Anweisung gibt es zwei verschiedene Formalismen. Der eine ist
theoretisch einfacher, hat aber den Nachteil, dafy bei einer Implementierung der
Methode, Information zu spéit bearbeitet wird. Aus didaktischen Griinden wird
zunichst dieser Ansatz vorgestellt.

Analog zu der Auswertung einer Zuweisung in cval wird die Menge U fiir die
Bedingung C' der If-Anweisung var := F berechnet.

Wenn

(3.54) USE(C)=wvy,...,0n

die verwendeten Variablen im Konditional C' sind, dann ist der Vektor W, der

Indexvektorbereich Z und die Menge durch

(3.55)
W = (vget(ctx, v1),. .., vget(ctx, v,,))
= (wy,..., W)
(3.56)
T=A{1,...,Jun|} x - x{1,..., |wy|}
(3.57)

U = {({(vr, @i, (w1)), -, (Vm, @i (W)}, By (wr) and .. 3y, (wi))| T € T}

bestimmt.
Das Konditional C' wird mit jeder in U enthaltenen Variablenumgebung eva-

luiert und mit der dazugehorenden Bedingung verkniipft.
(3.58) Y = {sval(C,env) and p| (env,p) € U}

Jedes Element in Y ist ein Pradikat. Wie aus der nachfolgenden Beweisskizze
folgt, ist genau ein Pradikat aus der Menge Y true, wenn der Then-Zweig in der
If-Anweisung ausgefiihrt wird.

Die Disjunktion aller Elemente aus Y ergibt das Pradikat P;, das genau dann
true ist, wenn der Then-Zweig evaluiert wird.

(3.59) P, =ORy

yey

Analog kann das Pradikat Py fiir den Else-Zweig entwickelt werden.

(3.60) Y = {notsval(c,env) and p| (env, p) € U}
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Die Disjunktion aller Elemente in 7 ist ein Pradikat iiber den Parametern, das

genau dann zu true evaluiert, wenn der Else-Zweig ausgefiihrt wird.

(3.61) P;=OR7

jEY
Die Evaluierungsfunktion cval wertet beide Pfade aus.

(3.62) ctzy = sval(Sy, ctx)
(3.63) ctxy = sval(Sy, ctx)

Die Hilfsfunktion Ext erweitert jede Bedingung einer Fallunterscheidung mit dem
Pradikat Py bzw. P,.

(3.64)
Ext .G xFr — G

EXt({(elvcl)a SR (6l, Cl)} 7p) = {(617 C1 aﬂdp), ceey (61,0[ andp)}

Die Funktion Ext wird auf jede Fallunterscheidung in den Kontexten ctx; und ctx,

angewendet. Das Ergebnis sind zwei erweiterte Kontexte ctx] und ctx).

(3.65) ctx| = {(vy, Ext(wy, P)), - . ., (vn, Ext(wy, P))}
(3.66) ctxty, = {(v1, Ext(wy, Py)), ..., (vn, Ext(wy, Py))}

Beide Kontexte werden im letzten Schritt zusammengefafit. Eine weitere Hilfs-

funktion Join verbindet Kontext ctx] und Kontext ctxj.

(3.67) Join : CTX x CTX — CTX
(3.68) Join({(vy,wy),..., (vn,wn)},
{(7)1, wll)a ) (Un, w;z)}) =

{(vi, wy Uw)), ..., (v, w, Jw)}

Der Kontext der evaluierten If-Anweisung ist daher
(3.69) sval(if C then Sy else Sa, ctx) — Join(ctx), ctx)).

Die beiden Pradikate P, und P; sind disjunkt. Es kann daher keine ungiiltige

Fallunterscheidung entstehen.
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Beweisskizze

Zunachst muf gezeigt werden, dafl die beiden Bedingungen P, und P disjunkt
sind. Das Prédikat (P, and Pf) mufl in jedem beliebigen Kontext false sein. Es

ist zu zeigen:
(3.70) P, and Py = false

Zunachst setzen wir fiir P, und Py die Definition ein.

(3.71) LOEP}y

and lOE g]

yey

Fiir jedes Element in Y bzw. Y wird folgende Notation verwendet.

(3.72) yi = (c; and p;)
(3.73) 7; = (not ¢; and p;)

Dabei ist ¢; vom i-ten Element in der Menge Y bzw. Y das evaluierte Konditional
und p; ist die ererbte Bedingung der Instanz. Die Kardinaltitat der Menge Y bzw.
Y ist |Z]f.

(3.74) LQEI{II(Q and pz)] and ngﬂ(not ¢j and pj)]
Das Distributivgesetz wird angewendet, und der zweite Term der Und-Operation

in den ersten Term hineingezogen.

(3.75) OR [(cz andp;) and OR _(not¢; andpj)]

1<i<|T| 1<5<|7|

Das Distributivgesetz wird wieder verwendet, um den inneren Term der aufleren
Oder-Operation zu vereinfachen.
(3.76) 1§(z)gf|{z| 1§(J)']§;{\I\ [(not ¢; and p;) and(c; and p;)] =

(3.77) OR  OR (not¢;jand¢; and p; and p;)

1<i<|7) 1<5 <7
Wenn beide Indizes gleich sind, ergibt der innerste Term false und kann aus dem

Indexbereich herausgenommen werden.

(3.78) OR OR  (notc¢; and ¢; and p; and p;)

1<i<|T| 1< <|T|nizj

Ist die Anzahl der Instanzen
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p; und p; sind ererbte Bedingungen von unterschiedlichen Instanzen und haben

folgende Struktur:

(3.79) AND £, (wy,)

1<k<m

Fiir p; gibt es genau einen Indexvektor I; in Z und fiir p; den Indexvektor I,. Beide

Indexvektoren sind ungleich (/; # I»), da p; und p; unterschiedliche Instanzen

sind.
(3.80) L= (il
(3.81) L= (i, ..., ip2)

D.h, es existiert zumindest eine Komponente ¢, im Vektor I;, die sich von der

gleichen Komponente im Vektor I unterscheidet.
(3.82) ki #ip A1 <k<m
D.h., daf} ein anderer Fall fiir die Instanz verwendet wurde.

piand p; =
(ﬂill (wy)and.. 'ﬂiil (wg) and ... B, (w)) and

(51-12 (wl) and. .. 642 (wk) and... Blig (wm)) =
false

Da alle Bedingungen der Falle disjunkt sein miissen, ist die Konjunktion von zwei
Bedingungen einer Fallunterscheidung false und daher ist p; and p; fiir ein ¢ # j
immer false. Wenn p; and p; = false, dann ist P, and Py = false.

Jetzt mufl nur noch gezeigt werden, dafl nie eine ungiiltige Fallunterscheidung
entstehen kann. Ausgehend von der Funktion 6, die nur einen Fall im Anfangs-
kontext erzeugt, wird durch Induktion gezeigt, dafl die If-Anweisung nur giiltige
Fallunterscheidungen erzeugen kann, wenn vor der If-Anweisung nur giiltige Fall-

unterscheidungen waren. q.e.d.

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.9 wird mit der Wert-konditionierenden

Methode symbolisch evaluiert. Die §-Funktion erzeugt einen Anfangskontext.

ctxo = { (&, {(z, true)}), (y, { (y, true)}) |
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Die Fallunterscheidungen fiir die Variablen x und y sind in der Mengennotation
angegeben. Sie beinhalten nur ein Paar. Die Bedingung ist daher true.

Die Hintereinanderausfiithrung ist die erste Anweisung, die evaluiert wird.

eval(if t < ythenz =y —zelsey :=x —y;x :=x + y,ctxg) =

(3.87) cval(x :=x + y,cval(if x < ythenx :=y — xelsey :=x — y,ctxg))

Als néachstes wird die If-Anweisung ausgewertet. Die Pradikate P, und Py werden

bestimmt.
USE(x <y) = {z,y}
Die USE-Menge der Bedingung = < y beinhaltet die zwei Variablen z und y.

W = ({(z, true)}, {(y, true)})

Der Vektor W wird gebildet, indem die Fallunterscheidungen von x und von y aus

dem Kontext ctxy herausgelost werden.

T={1} x {1}

Der Indexvektorbereich beinhaltet nur ein Element. D.h., es gibt fiir die symbol-

ische Evaluierung der Bedingung nur eine Instanz.

U={({(z,2),(y,y)}, true and true)}
= {({(z,2), (y,9)}, true)}

Die Menge U setzt sich aus den Variablenumgebungen der einzelnen Instanzen
und deren ererbten Bedingungen zusammen. Da es nur eine Instanz gibt, besteht

die Menge U aus einem Paar. Die Bedingung der Variablenumgebung ist true.

Y = {svale(z <y, {(z,2), (y,y)}) and true}
= {z < yand true}

={z <y}

Die Menge Y enthilt die Pradikate der einzelnen Instanzen. Es ist genau dann

ein Pradikat aus der Menge true, wenn der Then-Zweig ausgefiihrt wird.
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Analog wird die Menge Y berechnet.

Y = {notsvalc(z < y, {(z,z), (y,y)}) and true}
= {not(z < y) and true}

={z >y}

Da beide Mengen Y und Y aus nur einem Element bestehen, kénnen P, und Py
direkt angegeben werden. Wiirden mehrere Elemente in Y bzw. Y existieren,

miiten die Pradikate mit der Oder-Operation verkniipft werde.

I
[
<

3
[

=

VA

<

Im nachsten Schritt wird der Then-Zweig mit dem Kontext ctxg ausgewertet.
ctxy = cval(x =y — x, ctxg)

Die Zuweisung = := y — x verwendet im Ausdruck die zwei Variablen z und y. Da
im Kontext jeweils ein Wert fiir beide Variablen gespeichert ist, existiert nur eine
Instanz. Die ererbte Bedingung ist true. Analog zur Auswertung des Konditionals

in der If-Anweisung, miissen die Hilfsmengen bestimmt werden.

USE(y — z) = {=z,y}
W = ({(z, true)}, {(y, true)})
T={1} x{1}
U={({(z,2), (y,y)}, true and true)}
={({(z,2), (y,y)}, true)}

Die Menge U enthélt nur ein Paar. Das erste Element des Paars ist die Varia-

blenumgebung der Instanz, das zweite die ererbte Bedingung.

{(vget(svals(z :=y — z,{(z,2), (y,9)}), ), true) }
= {(vget({(z,y — 2), (v, y)), true)}
{(y —z, true)}

Die Zuweisung wird mit der einen Variablenumgebung ausgewertet und der neue

Wert der Variable x mit der Funktion vget aus der Ergebnisumgebung der Funk-
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tion svalg herausgeholt.

ctx; = vset(ctxo, z, {(y — z, true)})

= {(@ {(y — 2 true)}), (v, {(, true)})}

Analog zum Then-Zweig wird der Else-Zweig berechnet. Die einzelnen Schritte

werden aus Platzgriinden nicht angegeben. Das Ergebnis ist

ctxg = cval(z := y — z, ctxo)

— { (e, {(a, true)}), (9, {(z — y, true)})}

Die Funktion Ext erweitert jede Bedingung im Kontext ctx; bzw. ctxs; mit dem
Pradikat Py bzw. P,.

ctx) = {(z, Ext({(y — z, true)}, P)), (v, Ext({(y, true)}, P)) }
={@fy-zz<p} {2z D}

Die Bedingungen von ctx, werden mit dem Pradikat Py erweitert.

ety = { (z, Ext({(z, true) }, Py)), (v, Ext({(z — y, true)}, Py))}
= {@A{z>h, 4 {@-yz>y}H}

Die Funktion Join vereinigt beide Kontexte ctx] und ctx,. Das Ergebnis der

Evaluierung der If-Anweisung ist ctxs.

ctxy = Join(ctx!, ctxl)
={(z,{ly—z,2 <y), (z,z>y)}),
WAy z <y),@—y,z>y}H}

y—z, z<y Y, z <y
— .T, - - b y? - -
> >

Der Kontext ctxs wird in die Formel 3.87 eingesetzt und die letzte Anweisung

ausgefiihrt.
(3.88)

cval(z :=x + y,cval(if x < ythenz :=y —xelsey := x — y,ctxg)) =
(3.89) cval(z ==z + y, ctxs)
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Der Ausdruck x 4 y verwendet die zwei Variablen x und y.
USE(x +y) = {z,y}
Der Vektor W fafit die zwei Fallunterscheidungen der beiden Variablen zusammen.

W={y-zz<y, @z>p{ypz<y @-yz>y})

Fiir jede Variable gibt es zwei mogliche Werte. Der Indexvektorbereich besteht

daher aus 4 Indexvektoren.

T =1{1,2} x {1,2}
={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

Fiir jeden Indexvektor wird ein Paar in der Menge U erzeugt. Jedes Paar enthélt

eine Variablenumgebung der Instanz und deren Bedingung.

U= {Ula Ug, U3, U4}

Die Bedingungen der Paare us und w3 sind nicht erfiillbar. us und us werden daher

aus der Menge entfernt. Die Bedingungen von u; und u4 enthalten Redundanzen.

Mit den Umgebungen in u; und u4 wird die letzte Zuweisung ausgewertet, und

die Bedingungen von u; und u, als Fallunterscheidung herangezogen.
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w = {a, a4}

a; = (vget(svalg(z := x + y, {(x,g—g), (y,g)}),x),l < y)

Die vset-Funktion tragt die neue Fallunterscheidung der Variable x in den

Kontext ctxy ein.

eval(z 1= x + y, ctx3) = vset(ctxs, z, w)

Az <y, @—-y,z>y}}

6! bildet nur mehr die einzelnen Fallunterscheidungen der Variablen x und y auf

die Komponenten des Ausgabevektors ab.
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Optimierung und Vereinfachung

Vereinfachungen Die folgenden Vereinfachungen ergeben sich durch die Eigen-

schaften der Bedingungen in der Wert-konditionierenden Methode.

,
€t—1 ,C—1
(3.90) e , true <= €
€t+1 5 Ci41
'
'.
. ;
€i—1 ,C—1
€i—1 ,C—1
(3.91) e , false <=
€t+1 5 Ct41
€t+1 5 Ct41 .
: \
'
.
eS 9 CS
(3.92) : e, ,cs0rcy
€s ) Ct
'

If-Anweisung Die If-Anweisung if C then Sy else Sy verdoppelt die Werte in der
Fallunterscheidung auch fiir jene Variablen, die weder im Then- noch im Else-
Zweig in der DEF-Menge enthalten sind. Nach der Auswertung der If-Anweisung
haben diese Variablen folgende Struktur:

(3.93) {-- (v, {(ex, p1), (ex,0), - (er, 1), (€1, P)}) - -}

Die Semantik der Fallunterscheidung wird nicht verandert, wenn gleiche Werte
zusammengefaflt werden. Die Bedingungen werden mit der Oder-Operation ver-
kniipft.

(3.94) {... (v, {(er,prorp}),...,(es,porp)}) ...}
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Dir Pradikate p; und pj; haben aufgrund der Evaluierung folgende Form:

(3.95) p; = (c; and P)
(3.96) P = (cjand Py)

Die Disjunktion beider Bedingungen ergibt ¢;.

3.97) pjorp; =
3.98) (¢; and P;) or(cj and Py) =
3.99) cjor(P,and Pf) =

(
(
(
(3.100) c;

D.h., daf} die If~-Anweisung den symbolischen Wert einer Variable nicht verandert,
wenn die Variable in keinem der beiden Zweige definiert wird. Um den obigen
Vereinfachungsschritt in der Evaluierung zu beriicksichtigen, kann die Evaluie-
rungsfunktion diese Variablen gesondert behandeln.

Bedingungen P, und P; werden als Argument in cval mitgefiihrt. Wenn eine
neue Fallunterscheidung fiir eine Variable erzeugt wird, kann die vollstandige Be-
dingung mit einem Algebra-Programm iiberpriift werden, ob sie eine Kontradik-
tion oder eine Tautologie ist. Ein friihzeitiges Erkennen von redundanten Bedin-
gungen verhindert das exponentielle Anwachsen von nutzloser Information.

Die Wert-konditionierende Methode erzeugt Instanzen, die aufgrund der Pro-
grammstruktur nicht auftreten konnen. Diese Fille konnen mit einem zur Zeit
noch in Entwicklung stehenden graphentheoretischen Ansatz schnell erkannt wer-
den. Erfolgt die Ijberpriifung mit einem Algebra-Programm, so sind zeitaufwendi-
ge Algebra-Algorithmen notwendig, um redundante Bedingungen bzw. Kontradik-
tionen zu erkennen. Die Algorithmen haben zumindest quadratischen Aufwand.
Die Daten sind dabei Bedingungen, die sehr schnell anwachsen konnen. D.h.,
daf fiir eine konkrete Implementierung der Wert-konditionierenden Methode ein
effizientes Verfahren fiir die nicht durchfiihrbaren Instanzen (im Beispiel us, u4)

entwickelt werden muf.

3.4.3 If-Anweisungen in der Logik-orientierten Methode

Die letzte hier vorgestellte Methode erzeugt aus einem imperativen Programm ein
Logikprogramm[53, 41]. Wenn aufgrund einer If-Anweisung eine Variable zwei

Werte besitzt, wird der Variable eine Logikvariable zugewiesen und in Abhéngigkeit
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der Pfadbedingung der Wert der Logikvariable gebunden. Dieser Formulismus
wurde in [18, 15, 14, 2] vorgestellt.

Die Evaluierungsfunktion lval der Logik-orientierten Methode ordnet in einem
beliebigen Punkt des Programms einer Variable einen symbolischen Ausdruck zu.
Der Ausdruck ist Element der mit Logikvariablen erweiterten Funktionenalgebra
F. Der Kontext ctx fiir lval besteht aus einer symbolischen Variablenumgebung
fiir die einzelnen Variablen und einer Pfadbedingung. Die Pfadbedingung bindet
in Abhéangigkeit der Parameter die einzelnen Logikvariablen.

Die Funktion lval wird analog zu den bisherigen symbolischen Evaluierungs-

funktionen definiert.
(3.101) lval : § x CTX —= CTX

Der Kontext ist ein Paar, das aus einer Variablenumgebung und einer Pfadbe-

dingung aufgebaut ist.
(3.102) CTX = ENVg xFg

Die Hintereinanderausfithrung, die Null-Anweisung und die Zuweisung haben eine

ahnliche Definition wie in der Evaluierungsfunktion sval.

(3.103) lval(null, ctx) — ctx
(3.104) lval(Sy; Sa, ctx) — lval(S,, Ival(Sy, ctx))
(3.105) lval(var := E, (env, p)) — (svalg(var := E,env), p)

Die Zuweisung verandert die Pfadbedingung nicht.

Die If-Anweisung wertet beide Zweige aus. Ein Faltungsoperator o fiigt die
zwei Kontexte der Zweige zusammen.

Einer Variable, fiir die mindestens eine Zuweisung in einem Zweig der If-
Anweisung existiert, wird nach der If-Anweisung eine neue logische Variable zu-
geordnet. Der Wert der logischen Variable wird mit dem Wert des Then-Zweigs
gebunden, falls die Bedingung der If-Anweisung true ergibt. Im anderen Fall wird

der Wert des Else-Zweigs gebunden.

(3.106) lval(if C then Sy else S, (env,p)) =
lval(S;, (env, pand svalg(C, env)) o

lval(Ss, (env, pand not(svalc(C, env))))
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Der Faltungsoperator o extrahiert jene Wertpaare im Kontext ctx; und ctx,y, die

unterschiedlich sind.
(3.107) 0:CTX xCTX — CTX

Wenn die Kontexte ctx; und ctxs

(3.108) ctxy = ({(v, wi"), .., (vn, wl)}, p1)
(3.109) ctxy = ({(vn, w), ..., (vn, w?)}, p2)

sind, dann ist die neue Variablenumgebung env’ der Faltungsoperation

( (
w, ., w;’ = w,
(3.110) env' = {(vi,z)|[1<i<nAz={ " ' :
l;, sonst

{; ist eine neue logische Variable. Sie wird genau dann als Wert einer Variable
verwendet, wenn der Then-Zweig einen anderen symbolischen Wert als der Else-

Zweig besitzt.

(3.111) A=  AND (4 =w")

1<i<nAw! M #w®
(3.112) Ay = 1<i<£\1;18¢w(2) (; = wz@))
A1 ist ein Pradikat und bindet die logischen Variablen mit den Werten des Then-
Zweigs. Analog wird A, fiir den Else-Zweig definiert. Das Ergebnis der Faltungs-
operation ist ein neuer Kontext mit der Variablenumgebung env’ und einer neuen

Pfadbedingung.
(3.113) ctxy o ctxy = (end', (prand \;) or(py and \y))

A1 bzw. Ay wird mit der Pfadbedingung des Then-Zweigs bzw. Else-Zweigs ver-
kniipft. Die erweiterten Pfadbedingungen der beiden Zweige werden disjungiert.

Die Funktion # wird analog zu den bisherigen Evaluierungsfunktionen definiert.

(3.114) O(x1,...,xn) = ({(vi,21), ..., (v, n) }, true)

Die Umkehrfunktion 6! ist wesentlich komplexer. Aus dem Logikprogramm kann
nicht direkt die funktionale Definition des Programms abgeleitet werden. Ein wei-
terer Bearbeitungsschritt ist notwendig, um die einzelnen Falle aus dem Logik-

programm zu extrahieren.
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3.4.4 Beispiel

Das Beispiel aus Abbildung 3.9 wird mit der Logik-orientierten Methode ausge-

wertet. Der Anfangskontext wird mit Hilfe der #-Funktion erzeugt.

ctxy = ({(1’,@)7 (yag)}v true)

Im néchsten Schritt wertet die Funktion lval die Hintereinanderausfiihrung aus.

Die Zuweisung und die If-Anweisung sind separiert.

Wval(if x < ythenx:=y—zelsey :=x —y,x =2 +y,ctxy) =

lval(z := x + y, Ival(if z < ythenx =y — xelsey := x — y, ctxp))
Die Bedingung der If-Anweisung wird mit ctx, ausgewertet.

svalc(x <y, {(l‘ag)a( Y
SV&IE(«T; {(x;l)a (yag)}) < SV&IE(ya {(xai)a (

Die Pfadbedingung fiir den Then-Zweig ist die Konjunktion der evaluierten Be-
dingung und der bisherigen Pfadbedingung.

p1 = true and(z < y)

=X < g
Fiir den Else-Zweig wird das evaluierte Konditional der If-Anweisung negiert.

pe = true and not(z < y)

=r>y

Der Then-Zweig wird mit der Umgebung aus ctxg und mit der Pfadbedingung p;

ausgewertet.

lval(x =Yy—-x, ({ 1‘,@), (yag)}apl))
(svals(z :=y — z,{(z, z), (4, y)}), 1)
({ T, Yy — i)a (yag)}apl) = ctxy

Analog wird der Else-Zweig ausgewertet.
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Das Ergebnis der If-Anweisung ist die Faltung beider Kontexte ctx; und ctxs.

ctxy octxy =

({(«T;g - l)a (yag)}apl) ° ({(x,l), (yal - g)}1p2) =
({(z, 1), (y,02) }, p3) = ctxs

In beiden Zweigen haben x und y unterschiedliche Werte und miissen daher durch

die logischen Variablen ¢; und /5 ersetzt werden.

p3 = (p1and(4; =y — z)and(ly = y)) or
(peand(f; = z) and(ly = z — y))

Die Pfadbedingung der Faltung besteht aus den beiden Pfadbedingungen p; und

p2 mit den einzelnen Variablenbedingungen der logischen Variablen.

lval(x :=x 4+ y,Ival(if z < ythenx .=y — xelsey = x — y,ctxg)) =
Ival(z := z +y, ctx3) =
(svals(z :=x +y,{(z,6:), (y, () }), p3) =
(@ 0+ £2), (9 £} (pr and (6 = y — 2) and (£ = ) or
(p2and(fy = z) and(l, = z — y)))

Im letzten Schritt wird die zweite Anweisung der Hintereinanderausfiihrung eva-

luiert. Das Ergebnis ist ein logisches Programm.

3.5 Schleifen

Die einzige Schleife in 7-Simple ist die While-Schleife. Sie iiberpriift zu Beginn der
Schleife die Schleifenbedingung und fiithrt nur dann den Schleifenrumpf aus, wenn
die Schleifenbedingung true ist. Andernfalls wird mit der nichsten Anweisung
fortgefahren.

Repeat-Schleifen oder komplexere Schleifen konnen mit Hilfe der While-Schleife
formuliert werden. Die Semantikfunktion wiirde unndtig anwachsen, wenn sie in

die Sprache aufgenommen wiirden.
(3.115) repeat S until C' < S; while not C do S

Eine Repeat-Schleife fiihrt den Schleifenrumpf mindestens einmal aus. Sie wird

daher in eine While-Schleife umgewandelt, vor der S ausgefiithrt wird. Danach
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folgt die While-Schleife mit der negierten Repeat-Schleifenbedingung und dem

gleichen Schleifenrumpf.
For-Schleifen werden analog zur Repeat-Schleife mit Hilfe eines Schemas in

While-Schleifen umgewandelt.
(3.116) forv:=atoedoS & v:=a;whilea <edoS;v:=v+1

Die symbolische Analyse benétigt die Semantik der Schleife. valg wird fiir die

Auswertung der Schleife rekursiv definiert.

(3.117) valg(while C do S, env) —

valg(while C do S, valg(S,env)), valc(C,env) = true

env, sonst

Der Schleifenrumpf S der Schleife wird solange evaluiert, bis die Schleifenbedin-

gung C' false ergibt.

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.10 wird ausgewertet. Die Anfangswerte
von x und y konnen beliebig gewahlt werden, da nach der zweiten Anweisung die
beiden Variablen die Werte = 10 und y = 11 besitzen. Wir beginnen also mit

der Evaluierung der While-Schleife mit dem Kontext envs!.

envy = {(z, 10), (y,11)}

valg(whilex < ydox :=x + 1,envy)
Jetzt wird das Konditional der While-Schleife mit env, berechnet.

valg(z < y,envy) = valg(z, envy) < valg(y, envy)
=10<11

= true
Die Schleifenbedingung ist ¢rue und daher wird der Schleifenrumpf evaluiert.

valg(whilex < ydox :=x + 1,envy) =

valg(whilex < ydox :=x + 1,valg(x := x + 1, envy))

tDie Evaluierung der ersten beiden Anweisungen ist trivial.
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Die Zuweisung im Schleifenrumpf erhéht den Wert der Variable x um 1.

valg(z := x + 1,envy) = {(z, 11), (y,11)}

= €envs

Die Schleifenbedingung wird mit envy ausgewertet. Das Ergebnis der Auswertung

ist false und die Schleife terminiert.

valo(z < y,envy) = valg(z, envy) < valg(y, envs)
=11<11
= false

Das Resultat des Programms ist die Variablenumgebung envs.

DEF /USE-Mengen

Die DEF-Menge der While-Schleife entspricht der DEF-Menge des Schleifenrump-
fes S. Die USE-Menge der Schleife besteht aus den USE-Mengen der Schleifenbe-
dingung C' und des Schleifenrumpfes.

(3.118) DEF (while C do S) = DEF(S)
(3.119) USE(while C do S) = USE(S) U USE(C)

3.5.1 Symbolische Exekution der Schleife

Eine symbolisch entscheidbare Schleife kann mit einer beliebigen symbolischen
Methode!® aufgelost werden, indem solange der Schleifenrumpf symbolisch evalu-
iert wird, bis die Schleifenbedingung fiir jede weitere Iteration false ist. Schleifen,
die dieser Klasse angehoren, sind selten und daher ist die Exekution einer Schleife
in der Regel nicht moglich.

Das Beispiel in Abbildung 3.10 enthélt eine symbolisch entscheidbare Schlei-
fe, da ohne die Eingabe zu kennen, die Schleife immer nur einmal durchlaufen
wird. Eine symbolisch unentscheidbare Schleife entsteht, wenn die ersten zwei
Zuweisungen im Programm Abbildung 3.10 entfernt werden. Die symbolische
Evaluierungsfunktion kann bei jedem Durchlauf der Schleife nicht entscheiden, ob
die Schleife terminiert oder nicht, d.h., ein unendlich langer Entscheidungsbaum

wiirde entstehen.

10Pfad-enumerierend, Wert-konditionierend bzw. Logik-orientiert
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decl x,y:[1..100]

x:= 10;
y:= 11;
while x <y

x:=x+1

Abbildung 3.10: Beispiel einer symbolisch entscheidbaren Schleife

In der Pfad-enumerierenden Methode wird formal eine While-Schleife durch
folgende Definition behandelt.

(3.120)
pval(while C do S, {(envy, p1), ..., (envg, pg)}) —

pval(while C do S,
pval(S, {(envy, p; and sval(C, envy)), ..., (envg, pr and svale(C, envy)) }))

U{(envy, p; and not svale(C, envy)), . .., (envy, pr and not svale(C, envy)) }

Beide Moglichkeiten — Schleife terminiert bzw. Schleife durchlduft den Schleifen-
rumpf — werden beriicksichtigt. Falls die Schleife terminiert, wird die Pfadbe-
dingung mit der negierten Schleifenbedingung verkniipft. Im anderen Fall wird
rekursiv die Schleife evaluiert, und die Pfadbedingung mit der evaluierten Schlei-
fenbedingung erweitert. Die Kontexte der beiden Félle werden vereinigt und sind
das Ergebnis der Evaluierung der While-Anweisung.

Die Abbildung 3.12 enthilt die Kontexte der Evaluierung des Beispiels 3.11.

Es entstehen bei der symbolischen Auswertung unendlich viele Pfade.

decl x,y:[1..100];

while x < y do

x:=x+1
Abbildung 3.11: Beispiel einer symb. unentscheidbaren Schleife
Wenn Schleifen exekutiert werden und die Schleife gehort der Klasse der sym-

bolisch unentscheidbaren Schleifen an, so kann vorerst keine funktionale Definition

des Programms gefunden werden.



61

({(z,2), (y,y)}, true)

M true

{@z+1),yyhr+1>y)  ({@r+1),(y,yhz+1<y)

false true

A

@z +2), () hr+2>y)  ({(@r+2),(y,9)}hz+2<y)

M true

@z +3), () hr+3>y)  ({(z,2+3),(y,y9)}hz+3<y)

Abbildung 3.12: Evaluierung einer symbolisch unentscheidbaren Schleife

Im Compilerbau (vgl. [1]) wird diese Technik als “Aufrollen einer Schleife”
bezeichnet. Die Konsequenz sind langere Programme. In der symbolischen Eva-
luierung wird eine symbolisch entscheidbare Schleife zur Ganze aufgerollt und der
Kontext wichst exponentiell an. Es ist daher vorteilhaft, die symbolischen Aus-
driicke zu vereinfachen. Basierend auf den in Abbildung 3.7 vorgestellten Rechen-
regeln kann mit einem symbolischen Algebraprogramm (vgl. [63]) die Vereinfa-
chung durchgefiihrt werden. Gute Heuristiken sind notwendig, um die Ausdriicke

schnell zu vereinfachen.

Symbolisch unentscheidbare Schleifen

Symbolisch unentscheidbare Schleifen lassen sich zu symbolisch entscheidbaren
Schleifen transformieren. Die Bedingung fiir diese Transformation ist die End-
lichkeit des Eingaberaums.

In Abhangigkeit von der Methode existieren Bedingungen, die angeben, in

welchem Teilraum der Eingabe, die Schleife zur Ausfithrung kommt. Da der Ein-
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tll

gaberaum endlich ist'', ist auch der Teilraum endlich, und mit jeder moglichen

Eingabekonfiguration wird die Schleife symbolisch durchlaufen.
decl x:[1..100];

if x > 90 then
while x < 100
x :=x +1
else
null

Abbildung 3.13: Beispiel einer symbolisch unentscheidbaren Schleife

Das Beispiel in Abbildung 3.13 enthélt eine symbolisch unentscheidbare Schlei-
fe, da der Parameter z unbekannt ist. Wir wissen aufgrund der rg-Funktion, daf}
x nur Werte zwischen 1 und 100 annehmen kann, d.h., wir konnen daraus ein
Aquivalentes Programm mit entscheidbaren Schleifen erzeugen (Abbildung 3.14).

Das Beispiel aus Abbildung 3.13 wurde in ein Programm mit symbolisch
entscheidbaren Schleifen transformiert. Der Teilraum der Eingabe, der die un-
entscheidbaren Schleifen sicher ausfiihren 1aft, wird vollstandig aufgezahlt. Die
Schleife wird damit entscheidbar.

In den wenigsten Féllen ist es notwendig, den vollstandigen Teilraum der Ein-
gabe aufzuzahlen. Die Menge der Variablen, die fiir die Berechnung der Schlei-
fenbedingung benotigt wird, ist meistens kleiner als die Menge aller Variablen,
d.h., der Raum beschréankt sich auf einen Unterraum des Teilraums der Eingabe.
Der Unterraum wird nur aus den Variablen aufgespannt, die zur Berechnung der
Schleifenbedingung benotigt werden!?.

Um die ben6tigten Variablen fiir die Berechnung der Schleifenbedingung zu fin-
den, reicht ein einfacher Markierungsalgorithmus (Abbildung 3.15). Er markiert
die in der Bedingung vorkommenden Variablen. Danach werden die Variablen,
die in der USE-Menge einer Anweisung enthalten sind, gekennzeichnet, falls die
Anweisung eine bereits markierte Variable in der DEF-Menge enthéalt. Der Mar-
kierungsalgorithmus stoppt, wenn er keine weiteren Variablen findet. Die Menge

M enthilt am Ende alle markierten Variablen.

UFiir jede Variable gibt die rg-Funktion den Wertebereich an.

12Die Variablen entscheiden wihrend der Ausfiihrung, ob die Schleife abgebrochen wird oder
nicht.



decl x:[1..100];

if x > 90 then
if x = 91 then
while x < 100
x :=x +1
else if x = 92 then
while x < 100
x :=x +1

else if x = 93 then

else if x = 100 then
while x < 100
X = x +1
else
null

Abbildung 3.14: Transformiertes Programm

63
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M = USE(C)

M, =10

solange M # M,
M, =M

fiir jedes S; in S
wenn DEF(S;) N M # )
M, = M, U USE(S;)
M, =M

Abbildung 3.15: Markierungsalgorithmus fiir eine eine While-Schleife while C' do S

Um den Teilraum zu finden, werden die Bedingungen, die die Schleife ausfiihren
lassen, mit dem endlichen Raum der Eingabe geschnitten. Das Ergebnis ist wie-
der ein endlicher Raum. Fiir jedes Element im Unterraum des vorher bestimmten
Teilraums wird eine If-Anweisung erzeugt. Die If-Anweisung enthélt die Schleife
(siche Abbildung 3.16).

3.5.2 Schleifen und Fixpunkttheoreme

In [19] wurde die abstrakte Interpretation vorgestellt. In jedem Punkt des Pro-
gramms wird einer Variable ein Intervall zugeordnet, in dem der Wert der Variable
sicher liegt. Fiir Schleifen wird ein Fixpunkt fiir die Intervalle der einzelnen Va-
riablen berechnet. Die Schleife wird solange iteriert, bis sich das Intervall nicht
mehr dndert. In den meisten Fallen bekommt man mit diesen Mechanismen nur
grobe Abschitzungen. Schleifen mit der Zuweisung x := x + 1 fiihren oft zu
einem Intervall [1,00). In [7] wurde eine effiziente Methode vorgestellt, die diese
Abschétzungen durchfiihrt. Hier wird nicht nur der Datenfluf, sondern auch der
Kontrollflufl beriicksichtigt. Im allgemeinen ist festzustellen, daf fiir die Berech-
nung der Zeitfunktion, die abstrakte Interpretation nicht geeignet ist'®. Es muf
aber zwischen der abstrakten Interpretation als Theorie und den unter der Theorie
vorgestellten Beispielen unterschieden werden. Die symbolische Analyse ist eine

abstrakte Interpretation, jedoch ist der homomorphe Raum gleich machtig. Es ist

13Die abstrakte Interpretation ist eine Theorie, die versucht, Aussagen iiber Programme zu
machen. Dabei wird der urspriingliche Problemraum in einen anderen, meistens einfacheren
transformiert und homomorphe Operationen zum urspriinglichen Problemraum definiert. Das
Programm wird im neuen Problemraum ausgefiihrt bzw. ausgewertet, um Aussagen {iber das
Programm treffen zu konnen.
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W ... symb. unentscheidbare Schleife
B ... Bedingung, die die Schleife W sicher ausfiihren 148t

E' ... Eingaberaum des Programms

Markiere alle Variablen von W
T={(x1,...,xx) |11 =23 A ..oy =2, A\B}NE
U= {(zi,. ., 7,)|(x1,...,2,) € T}
i1,y ...,y sind die Indizes der markierten Var.
Ersetze die Schleife W durch das Ergebnis der Erzeugerfunktion Z(U)

Die Erzeugerfunktion:
Z(X) =
Wenn X nicht (), dann nehme ein Element y aus X mit (y1, ..., Ym)
if vi, =yrand...v;,, = ynthen
w
else
E(X —y)
anderfalls

null

Abbildung 3.16: Umwandlungsalgorithmus fiir symbolisch unentscheidbare Schlei-

fen
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im Sinne von [47] keine Abstrahierung, sondern eine Ubersetzung in den funktio-
nalen Raum. Weitere Arbeiten iiber das Thema abstrakte Interpretation findet
man in [9, 8, 20].

3.5.3 Schleifenauflosung mit Rekursionen

Die Induktionsvariablen(vgl. [62, 27]) einer Schleife konnen mit Hilfe von rekursiv
definierten Folgen beschrieben werden. Durch geeignete Losungsalgorithmen ist
es moglich, die Schleife durch Zuweisungen an die Induktionsvariable zu ersetzten.

Das Beispiel in Abbildung 3.17 besitzt eine Schleife, die die Variable a solange
um s erhoht, bis a grofler oder gleich e ist. Die Schleife kann durch eine Zuweisung

substituiert werden.

if a < e then
while a < e
a:=a+s

else

wird ersetzt durch

if a < e then
a:=a + s *x ((e - a) div s8)

else

Abbildung 3.17: Beispiel: Auflésung mit Rekursionen

In vielen Fillen ist die Bestimmung eines exakten symbolischen Ausdrucks fiir
die Variablen nicht méglich. Es kann aber eine Abschatzung des Wertes gefunden
werden. Fin symbolisches Intervall gibt den Wertebereich an, in dem der Wert

der Variable sicher liegt.

Aufstellen der Rekursionsgleichung

Der Wert einer Induktionsvariable (vgl. [1]) in einer Schleife ist abhéingig vom
Schleifendurchgang. Wir konnen den Wert der Variable v des i-ten Rekursions-
schritts als Funktion (i) schreiben. w(0) ist der Wert, den die Variable vor
Ausfiihrung der Schleife hat. Jeder weitere Schritt wird durch die Rekursions-
gleichung v(i + 1) = Z(v(4)), ¢ > 0 bestimmt. Wenn mehrere abhingige In-
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duktionsvariablen in der Schleife vorkommen, ist die Rekursion ein rekursives
Gleichungssystem.

Fiir das Aufstellen des rekursiven Gleichungssystems wird der Schleifenrumpf
einmal symbolisch evaluiert. Vor der Auswertung des Schleifenrumpfs werden
den Induktionsvariablen v;(7) zugeordnet, und sie erhalten somit den Wert des
letzten Durchgangs am Ende des Schleifenrumpfs. Nach der Evaluierung des

Schleifenrumpfs enthalten die einzelnen Variablen die symbolischen Werte fiir v (i+

).

decl a,b,e,x,y:[1..100]

a:=x;

b:=y;

while a < e do
a:=a+x;
b:=2 * b

Abbildung 3.18: Beispielprogramm

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.18 enthilt eine Schleife, deren DEF-
Menge die Variablen a und b enthilt'*. Die Werte der Variablen vor der Schleife

sind z und y.

Im néchsten Schritt wird am Anfang des Schleifenrumpfs, den Variablen a und b,
die Rekursionvariable a(7) und b(7) zugeordnet. Am Ende der Auswertung enthélt

die Schleife im Kontext fiir die zwei Variablen zwei symbolische Ausdriicke.

o (aya(i) + x), (0,2 % b(7)), . ..

4Variablen in der DEF-Menge einer Schleife sind potentielle Induktionsvariablen.
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Sie entsprechen den Werten der Variablen am Ende des momentanen Durchgangs.
Wir erhalten ein rekursives Gleichungssystem mit zwei Variablen. Beide Glei-

chungen sind voneinander unabhéngig und konnen getrennt gelost werden.

a(0) =2z
a(i+1)=a(i) +2z, wenni>0

b(0) =y
b(i+1)=2xb(i), wenni >0

Mit Hilfe von mathematischen Verfahren kann das System gelost werden.

afi)
b(i)

i+1)xz

Q*Zi

Losen von unbedingten Rekursionen

Rekursionen konnen nicht immer aufgeldst werden. If-Anweisungen erzeugen be-
dingte rekursive Gleichungssysteme, die in den wenigsten Fallen mit Hilfe von
mathematischen Verfahren berechnet werden kénnen. Die folgenden Formalismen

behandeln nur unbedingte Rekursionen.

Summationsfaktoren. Dieses Verfahren (vgl. [29]) geht davon aus, daf die
Rekursion erster Ordnung und linear ist und nur aus einer Rekursionsvariable
besteht.

(3.121) a(n)r, =b(n)x,—1 +c(n), n>1

Die Rekursion kann mittels Summation vereinfacht werden.

(3.122) F(n) = %

Beide Seiten der Rekursion werden mit F'(n) multipliziert.
(3.123) Yn = Yn—1 + F(n)c(n)

wobei die Rekursion y, = b(n + 1)F(n + 1)z, ist. Die letzte Rekursion erlaubt
uns die urspriingliche Rekursion als Summe anzugeben.

o + iy F(i)e(i)

(3.124) = b(n+1)F(n+1)
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Erzeugende Funktionen. Das Verfahren (vgl. [29]) der erzeugenden Funktion

ist machtig, aber nicht algorithmisierbar.
Es wird fiir jede Variable eine Potenzreihe konstruiert. Die Koeffizienten der

Potenzreihe sind die v, (7).
(3.125) Vi(2) =3 v;(i)2

Anstatt die Rekursion direkt zu l6sen, wird die Rekursion iiber die formalen Po-
tenzreihen berechnet. Wenn das rekursive Gleichungssystem linear ist, wird jedes
Vorkommnis von v; (i) durch Vj(z) ersetzt — v;(i+1) durch M substituiert.
Konstante Terme ¢ werden durch = ersetzt.

Wir erhalten ein Gleichungssystem mit den Unbekannten Vj(z). Das Glei-
chungssystem wird geldst und fiir jedes V;(z) existiert eine Funktion in z. Sie
besitzt fiir ein beliebiges z den gleichen Wert wie die gesuchte Potenzreihe an der
Stelle z.

Um auf die v;(i) zu kommen, mufl die Reihenentwicklung der Potenzreihe
gefunden werden. Jeder Koeffizient in der Potenzreihe entspricht dem wv;(¢) der
Rekursion.

Fiir nichtlineare Rekursionen wird dhnlich vorgegangen (vgl. [29]).

Beispiel

a(0) =0
a(i+1) =3a(i)+1, wenni >0

Zunachst wird die Rekursionsvariable durch ihre Potenzreihe ersetzt.

A(z) — a(0) 1
V) T 34 -
z (2) + 1—-=z
Danach wird A(z) bestimmt, und eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt.

(1—-32)(1—2)
1 1
2(1-32) " 2(1—2)

1 o 1 .
-l b
Die Koeffizienten der Reihe entsprechen den Werten der Variablen a(3).

(3" - 1)
5

A(z) =

(3.126) a(i) =

wennze > 0
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Symbolische Interpolation Rekursionen kénnen mit Hilfe der Interpolation
(vgl. [31],[36]) gelost werden. Diese Methode ist elegant, hat aber den Nachteil,
daB} nur jene Rekursionen gelost werden konnen, fiir die es ein k gibt, ab dem alle
Differenzfolgen j-ter Ordnung, mit j > k, Nullfolgen sind.

Der Vorwértsdifferenzoperator A erzeugt aus einer Folge eine neue Folge, deren

Glieder aus der Differenz der urspiinglichen Folge berechnet werden.

(3.127) Av(i) = v(i +1) — v(i)
(3.128) Noi) =N (A1), §>0
(3.129) A% (i) = v(i)

Die Rekursion fiir v(i) kann nur dann mit Hilfe der symbolischen Interpolation

aufgelost werden, wenn das symbolische Interpolationskriterium erfiillt ist.
(3.130) 3k : V5 >k Aw(i) = [0]

Es wurde gezeigt, dal das Kriterium erfiillt ist, wenn die Losung der Rekursion
ein Polynom in 7 ist.

Die symbolische Interpolation wurde von der diskreten Newton-Interpolation
abgeleitet. Fiir die Rekursion soll eine Funktion entwickelt werden, die den i-ten
Wert der Rekursion direkt angibt. Die Funktion kann durch Interpolation be-
rechnet werden, wenn das Interpolationskriterium hélt. Nehmen wir an, daf} fiir
alle Punkte von v(i) der Wert bekannt ist. Aufbauend auf den Werten wird die
Newton Interpolation fiir 7 = 1 durchgefiihrt!®>. Wenn das Interpolationskriterium
gilt, wird aus der Reihe eine endliche Summe. Die Differenzfolgen hoherer Ord-
nung als k£ sind Nullfolgen und tragen nichts zum Ergebnis bei. Zur Berechnung
der Funktion miissen hochstens die ersten k£ + 2 Werte der Rekursion bestimmt

werden'S.
(3.131) (i) = i No(1) (l B 1)

(3.132) =3 Ay(1) (Z - 1)

5Diese Vorgehensweise ist zuniichst sinnlos: Wenn alle Punkte der Funktion v(i) gegeben
sind, ist die Interpolation unnétig.

16GQchleifen miissen daher k + 2 Mal symbolisch exekutiert werden, um auf die ersten k + 2
Werte der Rekursion zu kommen.
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Beispiel

a;=a; 1+1, wenn¢>0

bi = bi—l + a;—1, wenn ¢ Z 0

k wird bestimmt, indem schrittweise, rekursiv, die einzelnen Glieder der Rekursion

und der Differenzfolgen berechnet werden.

i | a; b, Aa; | Ab; A?b;
1lag+1|by+ag 1 ag+ 1|1
2lag+2|byg+2a9+11: ag + 2

31 bo + 3ap + 3 :

1 :

k ist fiir die Rekursion a; gleich 1, da die Differenzfolge der zweiten Ordnung
und alle hoheren nur noch Nullfolgen sind. a; wird daher mit der Formel 3.132

entwickelt.
ai:ZAJal(Z . )
j=0 J
1—1 1—1
= 1
() ()
:ao—i—i

Fiir die Rekursion b; ist k = 2. b; ist daher

k .
“:ZA%ij

=0

el ()]

2 + (2ap — 1)i + 2by
2

Weitere Verfahren. Es gibt noch weitere Verfahren, die mit hypergeometri-
schen Reihen (vgl. [29]) arbeiten und daher noch eine grofere Klasse von Rekur-
sionen auflésen konnen. Weiters kann die Rekursion mit Hilfe von Differenzen-
gleichungen berechnet werden.

In der Regel wird die symbolische Interpolation eine der effektivsten Mechanis-
men sein. Sie eignet sich gut fiir die symbolische Analyse, da der Aufwand, die Me-
thode zu implementieren, relativ gering ist. Im Vergleich dazu brauchen alle ande-

ren Methoden, massive Algebrawerkzeuge, deren Berechnungszeit in Abhéngigkeit
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der Datenmenge superexponentiell anwachst. Das Beispiel a; = 3a;  + 1 kann
mit der symbolischen Interpolation nicht gelost werden, da das Interpolationskri-
terium nicht fiir diese rekursiv definierte Folge erfiillt ist. Die Klasse ist daher

sehr eingeschrankt.

Abbruchbedingung

Die Abbruchbedingung gibt an, ob die Schleife nochmals durchlaufen wird, oder
mit der nichsten Anweisung fortgefahren werden soll. In der symbolischen Analy-
se kann die evaluierte Abbruchbedingung der Schleife komplex sein. Einerseits ist
sie aus Induktionsvariablen aufgebaut'” und andererseits besteht sie aus Variablen,

deren Werte symbolische Ausdriicke sind und in der Schleife konstant bleiben.

Die Schleife selbst kann durch eine Menge von Zuweisungen ersetzt werden,
falls alle Rekursionen aufgelost und der Abbruchindex gefunden wird. Der Ab-
bruchindex ist die Iterationsstufe, nach der keine weitere Iteration der Schleife
folgt.

Die Bedingung wird mit den v,(i) der Induktionsvariablen ausgewertet. D.h.,

daf vor einer Iteration die Schleifenbedingung iiberpriift wird!®.

Die evaluierte Bedingung ist ein Term in Fe, der aus Relationen und logischen
Operatoren besteht. Fiir jede Relation wird der Schleifenindex ¢ auf die rech-
te Seite gebracht und die dabei enstehenden Fallunterscheidungen mit der Oder-

Operation verkniipft. Relationen, die kein ¢ enthalten, werden nicht verandert.

Beispiel. Die Relation in Abbildung 3.19 wird umgeformt. Die Umformung
erzeugt aus der urspriinglichen Relation drei neue. Die Bedingungen der Fallun-
terscheidung werden mit der Und-Operation verkniipft. Das Ergebnis sind drei
mit der Oder-Operation zusammengefafite Terme. ¢ befindet sich nur mehr auf

der linken Seite der Relationen.

Im néchsten Schritt werden alle im Term vorkommenden Relationen in Kleiner-

1"Enthilt die Abbruchbedingung keine Induktionsvariablen, so kann die Bedingung nur in
Abh#ngigkeit von anderen Variablen true bzw. false sein. Wenn es eine Variablenbelegung fiir
diese Variablen gibt, unter der die Bedingung true ist, kann die Schleife nicht terminieren. Sie
ist daher eine potentielle Endlosschleife.

8Wiirden wir die v;(i + 1) Glieder nehmen, wiirde die Bedingung am Ende des Schleifen-
rumpfes getestet.
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(ia < ci+1)=(ia —ci < 1)

= (i(a —c) < 1)
( . 1
1< —, wenna—c>0
a—c
— ). 1
=43¢>:=, wenna—c<0
| true, wenna = c
=i < anda —c¢ > 0] or
I a—c
) 1
7> anda —c < 0 or
a—c

[true and a = (]

:{i< anda — ¢ > 0| or
a—c
[i> anda—c<0] or
a—c
[a = b]

Abbildung 3.19: Beispiel: Umformung einer Relation

bzw. Grofler-Relationen umgewandelt.

3.133
3.134
3.135
3.136

a=b—a<banda>b
a#b—a<bora>b

(3.133)
(3.134)
( ) a<b—a<b+1
( ) a>b—a>b-1

Es werden solange die i-Relationen umgeformt, bis nur < bzw. > Relationen vor-
handen sind. Relationen, die den Index 7 nicht enthalten, bleiben unverandert.
Um den Abbruchindex symbolisch zu bestimmen, wird der Term in disjunktive

Normalform(DNF) transformiert.

(3.137) DNF(z) =[t;; and t15 ... and t;,,] or
[tgl and t22 ...and tlgz] or
[tkl and tkg ...and tk:gf]

Die Grundterme der DNF sind Relationen. Negierte Relationen werden mit dem

Gesetz der ,,inversen Relation” in eine einfache Relation umgewandelt und an-
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schlieflend wieder auf eine Kleiner- bzw. Gréfler-Relation gebracht, falls ¢ in der
Relation enthalten ist.

Fiir jeden Minterm!® wird der Abbruchindex i getrennt bestimmt. In den
Mintermen gibt es zwei Arten von Grundtermen: jene, die i-enthalten und jene,
die von ¢ unabhangig sind. Die von i abhangigen sind nur noch Kleiner- und
Groflerrelationen.

Die Groflerrelationen geben fiir den Index eine untere Schranke an. Da aber
die grofite untere Schranke 0 ist, miissen alle anderen unteren Schranken kleiner
gleich 0 sein. D.h., daf§ alle Relationen der Form 7 > F in F < 0 umgeformt
werden.

Alle Kleiner-Relationen sind obere Schranken fiir den Index. Die kleinste obere
Schranke ist der Abbruchindex. Das Minimum der rechten Seiten aller Relationen
der Form ¢ < F ist der gesuchte Abbruchindex. Existiert keine Kleiner-Relation
im Minterm, so kann fiir diesen Fall kein Abbruchindex bestimmt werden.

Wenn ein Minterm die Form

(3.138) m; =[(i > U;)and...(i > U,)]and
[(i <Op)and... (i < O,)]and
[tyand...andt,]

hat, und #; bis ¢, Relationen sind, die nicht den Index i enthalten, dann ist die

symbolische Abbruchbedingung des Minterms
(3.139)
i =min(Oy,...,0,), wennlt;and...andt,]and

[(Uy <0)and...and(U, < 0)]

Die symbolisch bestimmten Abbruchindizes der Minterme werden zu einer Fall-
unterscheidung zuammengefafit. Wenn die min-Funktion symbolisch nicht auf-
gelost werden kann, wird sie in die entsprechenden Falle umgewandelt und in das

Ergebnis eingesetzt.
uy, u; <usand...andwu; < uy

Uy, Uy <ujand...andus < u
(3.140) min(uy, ..., u) = o= 2=

ug, up <wujpand...andwu; < uy

9Fine Zeile in der DNF
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Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.20 besteht aus einer Schleife, die durch

eine Zuweisung fiir die Induktionsvariable x ersetzt werden soll. Diese Transfor-

mation ist nur dann méoglich, wenn die Rekursion von x gelost werden kann.

Im néchsten Schritt wird die Schleifenbedingung symbolisch ausgewertet. Fiir

decl a,b:[1..100];
x,y:[-99,200]

X:=a+tb;

if a < b then

y :=a->b
else
y :=b - a;

while x <> y do

x 1 =x -1
Abbildung 3.20: Beispiel: Bestimmung des Abbruchindex

die Variable x wird x(i) eingesetzt. Fiir die Variable y gibt es zwei verschieden

symbolische Ausdriicke.

Die Bedingung wird mit zwei Instanzen evaluiert. Das Ergebnis sind zwei mit
der Oder-Operation verkniipfte Terme. Jeder Term enthalt die mit der jeweili-
gen Instanz ausgewerteten Schleifenbedingung und der ererbten Bedingung der

Instanz.
C = [(z(i) # a — b)and(a < b)] or[(z(i) # b — a)and(a > b)]
Die Rekursion fiir z(i) wird in die Bedingung C' eingesetzt.

C=[a+b—1i+#a—0b)and(a < b)]or
[(@a+b—i#b—a)and(a > b)]
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Danach wird der Index i fiir die Relationen explizit gemacht.

Im nachsten Schritt werden die Relationen, die 7 enthalten, auf < bzw. >Relationen

umgeformt.

C =[{(i < 2b)or(i > 2b)} and(a < b)]or
[{(i < 2a)or(i > 2a)}and(a > b)]

Jetzt kann C' in disjunktive Normalform gebracht werden. Schrittweise wenden

wir das Distributivgesetz an und wir erhalten eine DNF(C) mit vier Mintermen.

Fiir jeden Minterm wird symbolisch der Abbruchindex bestimmt.
C' = my or my or ms or my
Fiir my ist ¢ < 2b eine obere Schranke. D.h.,
1 =2b, wenna <b

In m, gibt es keine obere Schranke. Das gleiche gilt fiir my. Nur fiir m3 mufl noch

der Index bestimmt werden.
t=2a, wenna>b

Beide Indexberechnungen von m; und mg zusammengefaflt, ergeben folgende Fall-

unterscheidung.

2b, a<b
2a, a>b

7=
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Nachdem der Abbruchindex bestimmt worden ist, konnen wir den Wert der In-

duktionsvariable x nach der Schleife direkt angeben.

r=a+b—1
2b, a<b
=a+b—
2a, a>b
Q_ba Cl<b
Tr =
b_ga azb

Das Programm in Abbildung 3.21 ist semantisch mit dem Programm in Ab-

bildung 3.20 dquivalent.

decl a,b,x,y:[1..100];

X:=a+tb;

if a < b then

y :=a->b
else
y :=b - a;

if a < b then

Xx :=a->b
else
X :=b - a

Abbildung 3.21: Beispiel: Aufgeloste Schleife

Bedingte rekursive Gleichungssysteme

Induktionsvariablen, fiir die eine Zuweisung in einer If-Anweisung existiert, erzeu-
gen ein rekursives bedingtes Gleichungssystem. Fiir diese Systeme gibt es keine
allgemeine Losungsmethode, obwohl sie in der Analyse von Programmen sehr oft
vorkommen. Die symbolische Analyse ist fiir diese Klasse von Rekursionen sehr
aufwendig. Ein exakter Algorithmus existiert nicht. Es gibt aber giiltige Trans-
formationen, die das System schrittweise vereinfachen.

Ein u-Operator wird verwendet, um das bedingte rekursive Gleichungssystem

darzustellen. Der Operator p ist ein Operator in der Funktionenalgebra. FEr
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hat als Argumente die Startwerte der Induktionsvariablen, die Abbruchbedingung
der Rekursion, die bedingten rekursiven Gleichungen und eine Induktionsvariable,

0

deren Wert nach dem letzten Schritt der Rekursion? als Resultat des Operators

genommen wird.

p(wj, {vi(0)=...,...,00)=...},C.{vi(i+1)=...,... 00 +1)=...})

Die Schleife hat n Induktionsvariablen. Das Resultat der p-Operation ist die
Induktionsvariable v;, die im ersten Iterationsschritt fiir die symbolisch evaluierte
Bedingung C false ergibt. Die Startwerte der Rekursion legt das zweite Argument
fest. Das letzte Argument ist eine Menge von Rekursionsgleichungen.

In der symbolischen Analyse kann eine Schleife durch eine Menge von Zu-
weisungen fiir die Induktionsvariablen ersetzt werden. Jede Induktionsvariable
der Schleife bekommt eine p-Operation zugeordnet. Die Resultatsvariable der
pu-Operation ist die Induktionsvariable selbst. Alle anderen Argumente des p-

Operators sind fiir die Induktionsvariablen ident.

while . .. B
(3.141) a=.. a=pula,...)
b b=pu(b,...)

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.18 hat zwei Induktionsvariablen a und
b. Die Schleife wird in Form eines Gleichungsystems dargestellt. Das Beispiel

enthalt keine Fallunterscheidung in der Rekursion.

a = p(a(i), {a(0) = z,b(0) = y},

a(i) <e{a(i+1)=a(i) +z,b(i+1) =2xb(i)})
b= p(b(i), {a(0) = z,b(0) = y},

a(i) < e {a(i+1) =a(i) +z,b(i +1) =2xb(3)})

Vereinfachung und Auflosung

Die pu-Operation 18t eine Anzahl von Vereinfachungen zu, sodafl Rekursionen
leichter aufgelost werden konnen.

Manche Rekursionen sind degeneriert, sodafl fiir den Index 0, die Bedingung
des p-Operators false ist. Anstatt des u-Operators, kann der Startwert der Induk-

tionsvariable genommen werden. Fin erweiterter Test ist die Uberpriifung, ob die

20wird durch die Abbruchbedingung bestimmt
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M = {v;} U USE(C)
M, =10
solange M # M,
M, =M
fiir jedes v;(i + 1) = expr
M, = M, U USE(expr)
M, =M

Abbildung 3.22: Markierungsalgorithmus fiir den pu-Operator

Bedingung, die die pu-Operation ausfithren 148t, mit der Abbruchbedingung der
pu-Operation false ist.

(3.142) p(vj, {...vj(0) = expr}, false,{...}) = expr

Fiir alle nicht degenerierten Rekursionen werden jene Induktionsvariablen aus p
entfernt, die nicht fiir die Berechnung des Resultats benotigt werden. Ausgehend
von der Resultatsvariable und den Induktionsvariablen in der Bedingung, werden
alle fiir die Berechnung notwendigen Variablen gekennzeichnet. Der Algorithmus
wird solange wiederholt, bis keine weiteren Induktionsvariablen zum Markieren
gefunden werden. Alle nicht markierten Induktionsvariablen konnen aus dem p-

Operator genommen werden (sieche Abbildung 3.22).

Im vorigen Beispiel kann in der p-Operation der Variable a, die Induktions-
variable b(i) entfernt werden, da b weder fiir die Abbruchbedingung noch fiir die

Berechnung von a(i) gebraucht wird.

Nachdem alle unnétigen Induktionsvariablen aus p entfernt worden sind, wer-
den alle unbedingten Rekursionen aufgelost. p enthalt nur noch bedingte Glei-

chungen.

Im néchsten Schritt versuchen wir alle statischen?! Bedingungen bzw. Teile von
Bedingungen, die statisch sind, aus der u-Operation herauszuziehen. Die Fallun-
terscheidung der statischen Bedingung wird vor der pu-Operation durchgefiihrt.
Fiir den Fall, dafl die Bedingung false ist, wird eine pu-Operation benétigt und fiir

2lyunabhiéngig von den Induktionsvariablen der Schleife
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den Fall, daf die Bedingung true ist, die zweite p-Operation verwendet.

plo,{...hHC{ .. ,u(i+1)=

plo,{...hHC{...,u(i+1)=

ey

plo,{...hC,{...;u(i+1)=

\

, .T.
1 =
... true. ..
, T
... false. ..
,notx

Alle statischen Bedingungen bzw. Teilbedingungen einer p-Operation werden

herausgezogen, sodal nur noch Bedingungen abhingig von den Induktionsvaria-

blen vorhanden sind.

Das folgende Beispiel enthalt zwei statische Bedingung, die schrittweise her-

ausgezogen werden.

H)+1, a<b
p(z,z(0) = 10,2(1) < 100,2(i + 1) = Q )
z(i)+2, a>b
' _ _ z(i) + 1, true
p(z, z(0) = 10,z(i) < 100,z(i + 1) = , a<b
B z(i)+2, a>Db
_ _ i)+ 1, false
p(z,z(0) = 10,2(7) < 100,z(i + 1) = ), not(a < b)
z(i)+2, a>Db

3.5.4 Abschatzungen

,x(i) < 100,2(i) + 1), a
,x(i) < 100,2(i) +2), a

In den meisten Fallen konnen bedingte Rekursionen nicht aufgelost werden. Es

ist jedoch moglich, eine symbolische Abschitzung fiir Rekursionen zu finden. In

[5] wird eine Abschitzung fiir Rekursionen innerhalb eines symbolischen Inter-

valls angegeben. Die Schleifenbedingungen miissen dazu eine bestimmte Struktur

aufweisen.

Abschétzungen konnen leicht gefunden werden. Die Prizision der symboli-

schen Analyse hingt aber von der Qualitat einer Abschatzung ab. Es ist daher

sinnvoll, einen genauen Plan fiir die Analyse von Schleifen einzuhalten. Zunéchst

wird versucht, alles exakt zu losen. Wenn die exakte Analyse die pu-Operatoren
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nicht weiter auflésen kann, dann wird eine geeignete Abschétzung gesucht und

angewendet. Danach wird wieder mit der exakten Analyse fortgefahren.

3.6 Prozeduren

Prozeduren (vgl. [32]) sind eine Erweiterung des bisherigen Programmodells. Je-
de Prozedur wird getrennt analysiert und in eine funktionale Definition transfor-
miert. Die getrennte Analyse setzt aber voraus, daf es keine globalen Variablen
im Programmsystem gibt. Seiteneffekte konnen zunéchst nicht behandelt werden.

Die Prozedur wird in der symbolischen Analyse in eine Menge von Funktionen
transformiert. Die Argumente der Funktionen sind alle in und inout Variablen
(v1,...,vp). Fiir alle out und inout Variablen (o, ..., 0,) existiert eine Funktion

iiber den Parametern.

(3.143)
proc X (vy, ..., vp)
= X(vg,...,0p) = (Xol(vl,...,vp), oy Xo, (01, ..,vp))

endproc

Vier unterschiedliche Arten von Variablen konnen in einer Prozedur verwendet

werden:

1. local. Lokale Variaben sind Variablen, die zu Beginn undefiniert sind. Jede
Instanz eines Aufrufs erhélt einen eigenen Satz von lokalen Variablen. In der
symbolischen Analyse werden sie wie im bisherigen Ansatz behandelt. Zu
Beginn wird ihnen das Symbol | zugeordnet, das den undefinierten Zustand
kennzeichnet. Die fiir die Variable erzeugte Funktion wird am Ende der
Analyse nicht mehr weiter berticksichtigt. Sie wird nur wahrend der Analyse

als Zwischenergebnis verwendet.

2. inout. Zu Beginn der Analyse erhalten ,,Call by address” Variablen den
symbolischen Wert des Parameters v;. Die erzeugte Funktion wird als Er-

gebnis o; der Prozedur weiterverwendet.

3. in. ,,Call by value” Variablen erhalten zu Beginn der Analyse den Wert des
Parameters. Am Ende der Analyse wird die Funktion der in Variable nicht

mehr weiterverwendet.
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4. out. Eine out Variable ist eine Variable, die zu Beginn der Analyse undefi-
niert (L) ist. Fiir die Variable wird das Ergebnis der Analyse im Ausgabe-

vektor der Prozedur aufgenommen.

Der Aufruf einer Prozedur ist semantisch mit einer Menge von Zuweisun-
gen dquivalent. Die Parametervariablen (oy,...,0,) der Prozedur weisen den
iibergebenen Variablen neue Werte zu. Der neue Wert der fiir die Parameter-
variable o; libergebenen Variable ist die Funktion X, (vy,...,v,).

Wenn die Prozedur nicht rekursiv definiert wurde, kann direkt die Funkti-
on eingesetzt werden, andernfalls darf nur der Funktionsname verwendet werden.
Das Auflosen von Rekursionen wurde bereits im Unterkapitel {iber Schleifen be-
handelt. Jedoch sei hier nochmals angemerkt, dafi rekursive Prozeduren (vgl. [6])
entscheidbar sind??, aber kein allgemeiner Algorithmus angegeben werden kann,
um sie aufzulosen.

Wenn keine rekursiven Prozeduren im Programmsystem vorhanden sind, kann
jedes Programmsystem mit mehreren Prozeduren in ein Hauptprogramm ohne

Prozeduren transformiert werden (vgl. ,,Inline Expansion” [1]).

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.23 deklariert zwei Prozeduren. Die Pro-
zedur add hat als Argumente a, b und z. Die ersten zwei Argumente sind ,,Call
by value” Parameter. Das letzte Argument ist ein out Parameter. Die Prozedur
hat in der funktionalen Definition zwei Parameter und eine Ausgabekomponente.

Fiir die Analyse des Beispiels wird ein Kontext ohne Pfadbedingung verwen-
det. Das Durchrechnen mit den unterschiedlichen Methoden bleibt dem Leser

iiberlassen.

add(a,b) = (add,(a,b))
In der Analyse wird fiir die Prozedur add folgender Anfangskontext verwendet.
ctxo = {(a,g), (bab)a (ta J—)a (Za J—)}

Die Funktionen # und 6! miissen die unterschiedlichen Arten von Parameter

beriicksichtigen.

2Zaufgrund des endlichen Eingaberaums
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decl x,y:[1..100];

proc add(in a:[1..100]; in b:[1..100]; out z:[1..100])
local t:[1..100];

t:=a + b;
z:=t;
endproc

proc sub(in a:[1..100];inout b:[1..100])
b:=a - b;

endproc

add (x,y+10,x);
sub (y,x);

Abbildung 3.23: Beispiel fiir Prozeduren in der symbolischen Analyse

Nach der symbolischen Evaluierung der Prozedur add wandelt die Funktion

6! den letzten Kontext der Auswertung

ctxy = {(a,a), (b,b), (t,a+b), (z,a+b)}

in die Funktion

add(@, b) = (addz (Qa b))
= (a+b)

um. Analog zur Prozedur add wird die Analyse fiir die Prozedur sub durchgefiihrt.
Die Prozedur hat zwei Argumente. Das erste ist eine in Parametervariable und

das zweite eine inout Parametervariable. Die funktionale Definition der Funktion
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hat daher folgende Form:

sub(a, b) = (suby(a, b))

a—>b

Das Hauptprogramm des Beispiels in Abbildung 3.23 besteht aus zwei Aufru-
fen. Der erste weist der Variable x einen neuen Wert zu?®. Die Variable x erhilt
nach dem Aufruf den Wert:

ctx = {,(«T,addz(l,g—kl[])),}
={...,(r,z+y+10),...}

In der nichsten Anweisung wird die Prozedur sub aufgerufen. x erhilt wieder

einen neuen Wert.

Globale Variablen

Um globale Variablen trotzdem verwenden zu konnen, werden sie im Hauptpro-
gramm lokal deklariert und bei jedem Prozeduraufruf als ,,Call by address” Pa-
rameter mitgegeben.

Dieser naive Ansatz ist in der symbolischen Analyse nicht effizient, da viele
globale Variaben in den Prozeduren nicht modifiziert und gelesen werden. Die
wenigsten globalen Variablen werden in Prozeduren wirklich benétigt. Durch
geeignete Algorithmen kann die Menge der globalen Variablen, die jeder Prozedur
iibergeben werden, auf eine Teilmenge der verwendeten reduziert werden. Wenn
globale Variablen nur gelesen werden, konnen sie als ,,Call by value” Parameter

definiert werden.

3.7 Arrays

Die symbolische Analyse von endlichen Arrays wird zunéchst fiir den eindimensio-

nalen Fall betrachtet. Der Typ “Array” wird durch die Anzahl der Array-Elemente

2x ist das 3. Argument des Prozeduraufrufs
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k und durch den Wertebereich [u, o] der Elemente bestimmt. Jedes Element des

Arrays besitzt den selben Wertebereich.

(3.144) A, juo) = [U,0] X -+ X [u,0], u<o

k

Die Funktion rg ermittelt fiir Arrays des Typs A, u,) den Wertebereich der

Array-Elemente.

(3.145) rg(x) = [u, 0], wennz € A 1,0

Die Funktion dim liefert die Dimension eines Arrays in 7-Simple.
(3.146) dim(z) =k, wennx € A 1,0

In der Sprache 7-Simple wird tiber einen Index lesend bzw. schreibend auf
einzelne Elemente eines Arrays zugegriffen. Fiir die Zuweisung wird in der Stan-

dardsemantik die Funktion vecset verwendet.

(3.147)

valg(vec[FE1] := Es,env) — vecset(env, vec, valg(E1, env), valg(Fs, env)),

wenn valg(FEs, env) € rg(vec) A1 < valg(E1,env) < dim(vec)

E; ist ein Audruck, der das Array-Element im Array vec indiziert. F, ist der neue
Wert des Ei-ten Elements. Die Funktion valg ist genau dann definiert, wenn der
Index innerhalb der Dimension des Arrays und der neue Wert des Elements im
Wertebereich liegt.

vecset wird analog zur Funktion vset fiir Skalare definiert.

(3.148) vecset : ENV X Ay o) XZ X Z — ENV
vecset(env, z,4,a) =

{. (2, (w1, .. w1, QWi - wy)) . }

Vom Array x in der Variablenumgebung env wird das i-te Element mit dem Wert
a iiberschrieben.
Der lesende Zugriff auf Arrays erfolgt iiber die Indizierung eines Elements. Die

Standardsemantik verwendet die Funktion vecget.

(3.149)

valp(vec|E], env) = vecget(env, vec, valg(E,env)), wenn 1 < valg(E,env) < dim(vec)
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Die Zugriffsfunktion vecget wird analog zu vget definiert.

(3.150)
vecget : ENV X A o)) XZ — Z

vecget({. .. (7, (wy, ..oy Wiy ooy wy)) .}y ,4) =

w;

Die Funktionenalgebra F wird mit einem neuen symbolischen Datentyp fiir Arrays
erweitert. Er erlaubt uns, dhnlich wie mit Skalaren, symbolische Ausdriicke fiir
Arrays zu berechnen. Zwei Operatoren werden in der Array-Algebra verwendet.
Der erste ist fiir das Lesen eines Elements, der zweite fiir das Schreiben einer Zelle

im Array zustandig.

(3.151) & 0 A o)) XFe — Fg
(3.152) §w t Ak uo) XFe X F — A(k,u,0))

Fiir beide Operatoren gelten folgende Rechenregeln.
(3.153)

(3.154)

w0, 7,0), i =1
Kiirzungsregel &, (... &p(x, 0, w) ..., j,v) = Eu( J;v) J

Euw(. . Eu(zyiyw). .. J,v), sonst

x ist Element aus A y,0)) und 4, w,v, j sind Elemente aus Fp.
Jede Array-Manipulation kann durch &,-Ketten dargestellt werden, ohne dafl
die konkreten Werte des Arrays bekannt sind.

Beispiel. Das Programm in Abbildung 3.24 mit dem Array a schreibt zuerst in
die erste Zelle den Wert 10 + y und in das zweite Element den Wert 20 + 2t Die

Variable a erhalt in der symbolischen Evaluierung den Wert:

z = &u(Ew(z,1,10+y),2,20 + z)

Tg und z sind Skalare.
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decl a:array[1..2] of [1..100];

y,z:[1..100];
al1] := 10+y;
a[2] := 20+z

Abbildung 3.24: Beispiel fiir Arrays

3.7.1 Rekursiv definierte Arrays

Schleifen kénnen in Abhéngigkeit der Eingabe sehr viele £,,-Ketten erzeugen. Die
Anzahl der Array-Ketten, die eine Schleife produzieren kann, ist endlich?*, jedoch
ist die Aufzdhlung aller moglichen Ketten praktisch nicht durchfiihrbar. Wir ver-
wenden daher eine rekursive Beschreibung, um Arrays, die sich in einer Schleife

andern, darzustellen.

(3.155) a(0) = ...
an+1)=Z=(a(n)),n >0

a(n) ist ein Array vom Typ Aj 4, und Z eine beliebige Funktion, die das Array
des vorhergehenden Schleifendurchgangs verwendet. a(n) ist ein Array und nicht

das n-te Element des Arrays a.

Beispiel. Das Beispiel Abbildung 3.25 beschreibt das Array a mit den Werten
von m—1 bis 1 in absteigender Folge. Danach werden die im Array a gespeicherten
Werte als Index fiir w verwendet.

Die symbolische Analyse der ersten Schleife des Programms erzeugt ein rekur-

sives Gleichungssystem.

24Der Eingaberaum ist endlich.
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decl i,m:[1..100];
a,w:array [1..100] of [1..100];

for i:=1 to m-1 do
alil = m - i

for j:=1 to m-1 do
wlalil]l=j+1

Abbildung 3.25: Beispiel fiir Arrays

Die Rekursion fiir i(n + 1) kann zur Génze aufgelost werden. Die Variable i ist
im Gegensatz zu a' ein Skalar und es gibt geeignete Algorithmen zur Auflssung.
Das Array a kann nur rekursiv definiert werden. Eine andere Alternative ist die
Bestimmung aller &,-Ketten (siehe ,,Exekution von Schleifen”).

Da i(n+1) vollstdndig aufgelst werden kann, setzen wir das Ergebnis von i(n)

in die Definition von a(n + 1) ein. Eine einfachere Form der Rekursion entsteht.

a(n+1)=¢&,(a(n),n+1,m—-n—-1), n>0

Das Array a kann nicht weiter vereinfacht werden. Die Kiirzungsregel ist nicht
anwendbar. Der Index des &,-Operators ist eine streng monoton steigende Funk-
tion und es gibt daher in der rekursiv definierten &£,-Kette keine zwei Indizes, die
gleich sind. Die Schleife wird mit dem Index m — 1 abgebrochen. D.h., der Wert

von a nach der ersten Schleife ist

alm—1), m?>2

a, sonst

In der zweiten Schleife wird folgendes rekursives Gleichungssystem aufgestellt:

j(0) =1
j(n+1)=jn)+ n >0
w(0) =w
w(n +1) = &u(w(n), &(a(m), j(n)),jn) +1), n =0

"In der Rekursion a(n + 1) wird nicht das n+1-te Element definiert, sondern ein neuer Array,
der von seinem Vorganger a(n) abgeleitet wird.
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Die Rekursion j(n) ist eine skalare Funktion und kann wieder aufgel6st und in

die Rekursion fiir das Array w eingesetzt werden.

w(n+1) =&, (w(n),&(a(m),n+1),n+2), n>0

Im nachsten Schritt wird der Index der &,-Operation berechnet. Da der Index der
rekursiven Definition von a eine streng monoton wachsende Folge ist, kann die
Leseregel rekursiv angewendet werden, um den Wert des Elements mit dem Index

n + 1 zu erhalten.

m—n—1, n+1>mAn>0
&(a(m),n+1) =
&(a,n+1), sonst

m—m—1, m<1An>0

&(a,n+ 1), sonst

Der vereinfachte Index wird in die Definition von w eingesetzt.

w(0) =w

Cw(wn),m—n—-—1,n+2), n>0Am>2
w(n+1) =
Ew(w(n),&(a,n+1),n+2), n>0Am<?2

Der Wert von w ist nach der zweiten Schleife w(m — 1), falls m grofer als 2 ist.

Andernfalls ist er w.

3.7.2 Mehrdimensionale Arrays
Linearisierung

Mehrdimensionale Arrays lassen sich mit Hilfe des Horner-Schemas (vgl. [60]) auf

eindimensionale Arrays abbilden. Ein mehrdimensionaler Array a mit dem Typ

(3.156) Ater o)) X At fuo]) "+ X Ak o))
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hat n Indizes und kann mit Hilfe einer geeigneten Abbildungsfunktion A auf einen

eindimensionalen Array o’ reduziert werden.
(3.157) a' Aty ... in)] = alin, ..., i)

In einem Programm werden alle mehrdimensionalen Arrays auf eindimensionale
umgewandelt und mit den &,-Ketten analysiert (siehe Abbildung 3.26).

Der Nachteil der Linearisierung sind komplizierte Index-Ausdriicke, die sym-
bolisch schwer behandelbar sind. Eine explizite Behandlung der Indizes eines

mehrdimensionalen Arrays kann in vielen Fallen einfacher durchgefiihrt werden.

decl a:array [1..2,1..2] of [1..100];
i,j:[1..100];

for i:=1 to 2 do
for j:=1 to 2 do
ali,jl:=0
wird zu
decl a’:array [1..4] of [1..100];
i,j:[1..1001;

for i:=1 to 2 do
for j:=1 to 2 do
a’[2%i+j-2]:=0

Abbildung 3.26: Umwandlung eines mehrdimensionalen Arrays

Explizite Behandlung von mehrdimensionalen Arrays

Mehrdimensionale Arrays kénnen durch die Bildung einer Funktionenklasse fiir

die Operationen &, und &, behandelt werden.

(3.158)
&+ Ak fuol) X -+ - Alhn fuo)) XFr — Fr

(3.159)
Ew ! A(k:l,[u,o]) X .. -A(kn,[u,o}) xFg x Fp — A(k:l,[u,o]) X .. -A(kn,[u,o})
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Die Operation &, hat als Argument ein n-dimensionales Array mit n Indizes. Die
Operation &, verandert das Element, das {iber die n-Indizes eines n-dimensionalen

Arrays bestimmt wird.

Die Gesetze fiir die Operationen werden analog zu den Regeln fiir eindimen-

sionale Arrays definiert.

(3.160)

; - . . w, 21:]1/\Zn:]n
Leseregel  &.(§w(m, i1, vy in, W), J1s vy in) =
5T(x7j17"'7jn)a sonst

(3.161)

Kiirzungsregel &, (... & (T, 01, .oy ln, W) ooy 1y e vy Jiny V) =
5w(...l‘...,j1,...,jn,'0), ZIZJIAZn:]n
Ew( Ew(zyiy, o in, W) J1y e ey Iy ), SONSt

decl a:array[1..2,1..2] of [1..100];
Xx,y,z:[1..100];

altl,1] := x;
al2,1] :=y;
z = a[1,1]

Abbildung 3.27: Beispiel fiir explizite Behandlung von mehrdimensionalen Arrays

Beispiel. Im Programm Abbildung 3.27 wird das Element (1,1) des Arrays a
auf den Wert z und das Element (2, 1) auf den Wert y gesetzt.

a = fw(fw(% 1? 17@)? 27 l’g)
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Die skalare Variable z erhélt den Wert des Elements (1, 1). Schrittweise wird die

Leseregel angewendet.

z=&(a,(1,1))
- gr(gw(gw(ga 17 17&); 2; 1;%); 1; 1)
= gr(gw(ga 17 17&); 1; 1)

=Z

3.8 Ein-/Ausgabe

Ein-/Ausgabe wird in Form von zwei unendlich lange Béndern dargestellt. Vom
Eingabeband werden einzelne Symbole gelesen, auf das Ausgabeband werden Sym-
bole geschrieben. Da beide Bander unendlich lang sind, wird die Eigenschaft der
Entscheidbarkeit zerstért. In Echtzeitprogrammen sind daher E/A-Operationen
nicht zu verwenden. Eine dariiberliegende Ein-/Ausgabeschicht fiihrt das Ein-
/Ausgabeprotokoll durch und mufl mit speziell dafiir entwickelten Methoden veri-
fiziert werden (vgl. [40]).

Ein Programm mit Ein- /Ausgabe kann symbolisch analysiert werden, wenn
die Read-/Write-Anweisung in Array-Operationen umgewandelt werden. Fiir je-
den Datentyp existiert ein globales Array fiir das Lesen und ein globales Array
fiir das Schreiben. Zusitzlich werden zwei Indexvariablen definiert, die fiir jede
Ein- /Ausgabeoperation die Elemente im Array angeben. Die eine Indexvariable
wird fiir das Lesen, die andere fiir das Schreiben verwendet. Nach jeder Ein- bzw.
Ausgabe wird der Index um eins erhoht.

Die Umwandlung ist semantisch nicht korrekt. Das Ein-/Ausgabeband wird
in der symbolischen Analyse mit Hilfe von endlichen Arrays dargestellt und eine
obere Schranke muf fiir die Ein-/Ausgabe gefunden werden. Wird sie falsch an-

gegeben, ist die Umwandlung fehlerhaft.

Beispiel. Das Beispiel in Abbildung 3.28 liest die Anzahl der Elemente, die ge-
schrieben werden sollen. Danach werden alle Zahlen von 1 bis zur Anzahl der zu-
vor eingegeben Elemente ausgegeben. Fiir die Umwandlung der E/A-Operationen
werden zwei Indizes ip und op benotigt. Beide Indizes werden zu Beginn des
Programms auf eins gesetzt.

Da es im Programm nur einen Datentyp gibt, werden nur E/A-Arrays fiir
den Typ [1..100] deklariert. Die erste Leseanweisung wird durch die Operation
a := sifip];ip := ip + 1 ersetzt. Der Wert, der an der Stelle ip im Array si steht,
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entspricht der ersten Eingabe. Der Zeiger ip wird nach der Leseoperation um
eins erhoht. In der For-Schleife wird die Write-Anweisung durch die Zuweisungen
solop| := i; 0p := op + 1 substituiert.

Das Programm ist nur bis 1000-Ausgaben definiert. Jede weitere Ausgabe

iberschreitet den Definitionsbereich von op und so.

decl a:[1..100];

read a;
for i:=1 to a
write 1

wird zu

decl a:[1..100];
ip:[1..1000];
op:[1..1000];
si:array[1..1000] of [1..100];
so:array[1..1000] of [1..100];

ip:=1;

op:=1;

a:=silip];

ip:=ip+1;

for i:=1 to a
solop] :=1;
op:=op+1

Abbildung 3.28: Beispiel mit Ein-/Ausgabe
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Kapitel 4
KONKLUSION

Die symbolische Analyse ist ein méachtiges Werkzeug. Sie ist vielseitig anwend-
bar. Insbesondere im Bereich der symbolischen Verifikation von Echtzeitprogram-
men ist sie ein wichtiges Hilfsmittel.

Eine Implementierung der Wert-konditionierenden Methode in Mathematica
(vgl. [63]) hat vielversprechende Ergebnisse gebracht. Leider fehlen Analysen fiir
Pointer, komplexe Datenstrukturen, Objekte und Anweisungen, wie GOTOs und
Schleifenabbruchanweisungen. Diese Erweiterungen machen die Analysen noch
aufwendiger und komplizierter.

Symbolische Evaluierung wird in den nichsten Jahren ein wichtiges Thema in
der Software-Entwicklung sein: Der Computer kann selbst Programme analysie-
ren. Diese Aufgabe war urspriinglich den Menschen vorbehalten. Jedoch kann
durch eine geeignete Theorie und mit komplexen Algebrawerkzeugen der Prozef

des Analysierens automatisiert werden.
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